Vannak olyan geometriai optikai feladatok — ilyen a 2007. évi Edtvos-verseny harmadik feladata is — melyeket
bizonyos ismeretek birtokaban gy is megoldhatunk, hogy egyetlen fénysugarat sem rajzolunk. A sokszor oly hasznos
— bar néha atlathatatlanul bonyolult — rajzok, szerkesztések mell6zését a mdtrizoptika modszerének kdszonhetjiik, mely
nem mas, mint a fény terjedésének algebrai titon torténd leirdsa. Mindenekel6tt tekintsiik at a sziikséges matematikai
hatteret, majd nézziik meg altaldnossagban, hogy mi is az a matrixoptika, végiil oldjuk meg az idei E6tvGs-verseny
feladatat ezzel a modszerrel!

Mik is azok a matrixok?

Az alabbiakban szoritkozzunk a kétdimenzids térre, mivel a vizsgalt fizikai probléma sikbeli problémara egyszertsit-
hetd! Vegyiink egy derékszogt koordinatarendszert,  és y tengelyekkel! Egy v vektort a (v1,vs) rendezett szdmparral

adunk meg, ahol v; és vs a vektor komponensei. A vektort felirhatjuk oszlopvektorként is: <Zl>, az alabbiakban
2
ezt a jelolésmodot hasznaljuk. 2 x 2-es matrixon egy két sorbol és két oszlopbdl all6 szamtablazatot értiink, amit

A= (le 212) alakban adunk meg. Az A matrix és a v vektor szorzata az
21 @G22

(1) u=Av

vektor, melynek komponensei a v vektor komponenseinek és az A maétrix elemeinek segitségével a kovetkezGképpen
adhatok meg:

(2) Ul = a11v1 + a12v2,
(3) U = a2101 =+ ag2v3.

Ha egy v vektort elGszor az A, majd az igy kapott vektort a B matrixszal szorozzuk, az eredményt tgy is megkaphatjuk,
hogy egyetlen C = BA (B és A matrix szorzata) matrixszal szorozzuk a v vektort, azaz

(4) B(Av) = (BA)v =Cv.
Ez a C szintén 2 x 2-es matrix, elemei a kovetkezé modon hatarozhatok meg az A és B matrix elemeinek a segitségével:

(5) ¢ ¢z _ (biian + bizaz biiarz + bizags
C21 C22 barai1 + bazaz1 ba1aiz + basass )

Tetsz6leges szamu 2 X 2-es matrix szorzata is 2 X 2-es méatrix.

A matrixoptikarol

Tekintslink egy lencsékbdl és tiikrokbdl allo optikai rendszert, melynek elemei Ggy vannak elhelyezve, hogy a
rendszeren athalado tetszoleges fénysugar palyaja nem valtozik (invarians) az elemeknek egy képzeletbeli k6z6s tengely
(optikai tengely) koriili elforgatasara. Ha a rendszerre es6 fénysugar iranyvektora és az optikai tengely egy sikban van,
akkor a fénysugar a rendszeren valo dthaladas soran mindvégig abban a sikban is marad. Koordinata-rendszeriink
x tengelyét vegylik fel az optikai tengelyen, az y tengelyt pedig iranyitsuk ugy, hogy fény terjedése az xy sikban
torténjen! Mivel a fénysugar az optikai tengelyre mergleges sikot altalaban egy ponton dofi at, ezért jellemezhetjiik itt
a fénysugarat az alabbi szamparral: e déféspont y koordinatajaval és a fénysugar itteni ¢’ meredekségével, azaz vektorba

rendezve az 5, -vel. Ahogy az eddigi optika tanulményok soran tettiik, (noha nem mindig hangsulyoztuk kellgképpen)

az alabbiakban is az optikai tengelyhez kozeli, azzal kis szoget bezaro (paraxialis) sugarakkal dolgozunk. Az alapcélunk
az, hogy ha ismert egy optikai elrendezés geometriaja, és ismert a bemeneti sikban a fénysugar optikai tengelytsl mért
tavolsaga, illetve meredeksége, akkor ezen jellemzSket megtudhassuk barhol a rendszerben, azaz ismertté viljon a
fénysugar palyaja. A matrixoptika alapja, hogy paraxialis kozelitésben egy hagyomanyos optikai elemekbdl (lencsék,
tiikrok, homogén kozeg) allo rendszer transzformacioja a kovetkezs modon irhato le:
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ahol az ,,1” a bemeneti, a ,,2” a kimeneti sik, T pedig az optikai matrix (1. dbra).
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_________ _ optikai tengely

1. dbra. Egy tetsz6leges optikai rendszer a bemend
és a rendszert elhagy6 fénysugarral

Két optikai rendszer akkor tekinthet6 ekvivalensnek, ha tetsz6leges beesd fénysugarral ugyanazt a transzformaciot
hajtja végre, azaz a két rendszer optikai matrixa azonos. Nézziik meg néhany elemi rendszer optikai matrixat!

Homogén kozeg

2. dbra. Fény terjedése homogén kozegben

Homogén kizegben a fény egyenes vonalban terjed. Ennek megfelelGen (2. dbra) az

(7) Yo = s,
illetve az
(8) Y2 =y + Ly

Osszefiiggés érvényes, ami matrix—vektor szorzassal is felirhato:

(-6

Ha a (2) és (3) ,szabalyt” alkalmazzuk a (9) egyenletben, visszakapjuk (7)-et, illetve (8)-at. Az optikai tengely mentén
¢ hosszisagi homogeén kozeghez tartozoé optikai matrix tehat:

(10) T = (é f) .

A gombtiikor

N __ on
7-,1 7772

Y1 =192

3. dbra. Illusztracio a gombtiikor optikai matrixanak szarmaztatasahoz



Egy tetsz6leges fénysugar gombtiikorrdl vald visszaverddését a 3. dbra illusztralja. Magatol értetdds, hogy
(11) Y2 = Y1

A visszaver§dési torvényt, illetve a ¢ = g—} paraxialis kozelitést felhasznalva

(12) Ya = 7 +u1

adodik. A (11) és (12) osszefiiggések alapjan az f fokusztavolsaga gdmbtiikkor optikai matrixa:
1 0

(13) T=|_1 1]
f

amit a (2), (3) és (6) osszefiiggések alapjan konnyen ellendrizhetiink. (13)-ban f > 0 felel meg a homort, f < 0 pedig a
dombort tiikérnek. A végtelen nagy fokusztavolsig (azaz végtelen nagy gorbiileti sugar) hataratmenetben siktiikorhoz
jutunk, melynek matrixa az egységmatrix:

(14) T = ((1) (1)) .

Egységmatrixnak hivjuk azt a matrixot, amely minden vektort énmagaba képez le. Ez 6sszhangban van azzal, hogy a
siktiikor sem y-t, sem y'-t nem valtoztatja meg (az optikai tengely iranyitésat is megforditja!).

A vékony lencse

A levezetést az Olvasora bizva, fogadjuk el, hogy az f fokusztavolsagu vékony lencse optikai méatrixa is

1 0

(15) T = 1 ,
—= 1

f

azzal a szokasos konvencidéval, hogy f > 0 jelenti a gytjt6lencsét, f < 0 pedig a szoérdlencsét.
Ha optikai rendszeriink tobb részrendszerbdl 4ll, és a fénysugér rendre az 17, ,2”, ..., i, ..., ,n” rendszereken

halad keresztiil, az ered6 optikai matrix
(16) T=T,T,_1...T;... ToT,

mo6don hatarozhaté meg.

A 2007. évi E6tvos-verseny 3. feladatanak megoldasa optikai matrixokkal

A feladat (1d. a 174. oldalon) sok egymast segits részfeladatbol all. Az az alapkérdés, hogy egy f fokusztavolsagu
vékony gytjtélencse, és egy attol £ tavolsagban 1évs siktiikor helyettesithetd-e egyetlen homoru tiikorrel. Ha igen, akkor
mekkora a tiikor f* fokusztavolsaga, illetve mekkora = tavolsagra kell elhelyezni a tiikkrot a lencse eredeti helyétol.

f*

4. dbra. A feladatban szerepld lencsés és a helyettesits tiikros elrendezés



A 4. dabrdn lathato a lencse-siktiikor par, t6le jobbra (segitségként) a vele ekvivalens kétlencsés séma, az abra also
részén pedig a helyettesité gombtiikros elrendezés. A lencsés elrendezés(ek)hez tartozod optikai méatrix:
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ahol felhasznaltuk a matrixszorzasra vonatkozo (5) Osszefiiggést. A (17)-ben mellGzott részletes szamolast az Olvasora
bizzuk. A szférikus tiikrot tartalmazoé ekvivalens rendszer optikai matrixa:

x x
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(18) T_(Ol) —ll (01>_ 1 x ~\C* DY)

f - 1%

f f

ahol szintén a Osszefiiggést hasznaltuk, a szdmolés részletezését most mell§zziik. A lencse-siktiikor, és a gombtiikros
rendszer ekvivalens, ha T = T*. Az A = A" (D = D") feltételb6l kovetkezik, hogy:

2f*
19 Tr=—-.
(19) 7
A B = B* feltételbdl a (19) Osszefliggeést felhasznéalva kapjuk, hogy
" f?
20 ="
illetve
lf
21 -4
(21) r=714

a tiikor f* fokusztavolsidgara, illetve a lencse eredeti helyétsl mért = tavolsdgara. A C' = C* feltétel nem ad dj
eredményt, azonossagra vezet.

Diszkusszio

Diszkutaljuk az eredményt! A (20) és (21) Osszefiiggések nevezdi kizarjak az f = ¢ esetet, fizikailag ekkor a
gombtiikor atmegy siktiikorbe, hiszen az |f — ¢| — 0 hataratmenetben a gombtiikor fokusztavolsaga +oo-hez tart. Ha
f > £, akkor f* > 0-t, azaz homort tiikkr6t kapunk, melynek x-szel megadott helyére is pozitiv szam adodik, azaz az
el6zetesen feltételezett iranyba kell elhelyezniink. Speciélisan, ha ¢ = 0, akkor f* = = és z = 0 adddik.

Az f < 0 esetben f* < 0, azaz domboru tiikorrel tudjuk a lencsét helyettesiteni. Mivel ilyenkor x < 0 adodik,
a helyettesits titkrot a feltételezettel ellentétes iranyban (a 4. dbrdn illusztralttal ellentétben a lencsétdl balra) kell
elhelyezniink. Végezetiil megjegyezziik, hogy az optikai rendszereknél tisztaban kell lenni azzal is, hogy mi az a térbeli
f < £ esetén pedig a lencsétol balra, attol |x|-nél nagyobb tavolsagra es6 tartomany az, ahova a leképezendd térgyat
helyezhetjiik.



