Lapunkban korabban (lasd a 2002. évi 5. szam 229. old.) méar foglalkoztunk az ,egydimenzios haromszogek” (vagyis
a haromszog oldalai mentén koncentralt tomegeloszlasu testek) stlypontjanak meghatarozasaval. Az ott kozoltek al-
kalmazéasaként az aldbbiakban az ilyen haromszoghdl késziilt fizikai inga lengésidejét szamitjuk ki. A rovidség kedvéért
nevezziik lécharomszognek az ingaként felfiiggesztett alakzatot, és vizsgaljuk az alabbi feladatot:

Egyenletes keresztmetszetd és anyagstrtségi a < b < ¢ hossztusagiu vékony lécekb6l merev haromszoget készitiink,
és azt az egyik, mondjuk a legrovidebb oldallal szemkozti csticsdban a hadromszog sikjara meréleges tengelyre ingaként
felfiggesztjiik (1. dbra). Hatérozzuk meg ennek a fizikai inganak kis kitérések esetén érvényes lengésids-képletét!

A fizikai ingak lengésidejének képletében a

Mgs
kifejezés szerepel; ebben © az ingatestnek a forgastengelyre vonatkozo (teljes, a harom léc Osszesitett) tehetetlenségi
nyomatéka, M az Ossztomeg, s pedig az inga S tomegk6zéppontjanak (sulypontjanak) a tengelytSl meért tavolsaga.
Szamitsuk ki elszor O-t! Esetiinkben a két hosszabb oldal egy-egy vége illeszkedik a tengelyre, tehat egyiittes
tehetetlenségi nyomatékuk (ha a léc hosszegységre es6 tomegét g-val jeloljik):

1 1 1
O+ 06, = gmb~b2 + gmc L= gg(b3 +03).

A harmadik (legrévidebb) oldal tehetetlenségi nyomatékat a Steiner-tétel segitségével hatarozzuk meg. Ebben sziikség
van az oldal felez6pontja és a tengely d tavolsagara (2. dbra).
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Irjuk fel a koszinusztételt elGszor a teljes haromszogre, majd annak bal oldali felére gy, hogy a b, illetve a d
szakaszokat fejezziik ki. Mindkét Gsszefiiggésben szerepel cos 3, ezt kikiiszobolve kapjuk a keresett d szakasz négyzetére:
2= 202 + 2¢% — a?
—
Ennek felhasznaldsaval méar felirhatjuk az egész léchdromszog tehetetlenségi nyomatékanak képletét:

1 1 2b2 4 2¢? — a?
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263 + 2¢3 — a® + 3ab? + 3ac?
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Az inga Ossztomege az oldalak tomegének Osszegeként szamithato:
M= (a+b+c)o.

Belathato (lasd pl. az idézett cikket a KoMalL 2002. évi 5. szamaban), hogy egy lécharomszog S silypontja a
haromszog P, @ és R oldalfelez6 pontjai dltal meghatarozott haromszog belsd szogfelezGinek metszéspontjaban, vagyis
az ide beirhato kor kézéppontjaban van (3. dbra). (Az eredeti haromszog szogei a szokasos jelekkel: a;, [ és 7.)

3. dbra

Az s szakasz meghatarozasahoz tekintsiik azt a négyszoget, amelynek cstcsai a kovetkezok: az S silypont, a b oldal
Q felez6pontja, a lengési tengelyt képezd A haromszog-csicspont, és végiil a ¢ oldal P felez6pontja (4. dbra).
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4. dbra

A vizsgalt négyszogben az AS atlora vonatkozd koszinusztétel:

2
52:%+x2—2-§'x'cos([3+%).

Ebben z az eredeti haromszog oldalfelezs pontjai altal képzett kis haromszog egyik belss szoglelezdjének része (azon
darabja, amely a c oldal P felez&pontjatél a kis haromszogbe beirhatd kor kdzéppontjaig, vagyis esetiinkben a léckeret
S fizikai sulypontjaig tart). Nagysagat meg tudjuk hatérozni abbél, hogy a haromszog szogfelezdjének hossza ismert
modon (lasd pl. Lukics Otto6, Scharnitzky Viktor: Erdekes matematikai feladatok VI., Kozépiskolai szakkori fiizetek,
1975. 108. feladat) kiszamithaté az oldalak hosszabol. A szamolas soran felhasznaljuk a szogfelezs-tételt, amelyben a
¢ oldalnak a szogfelelzs altal szétvalasztott két része, ¢1 és co szerepel (5. dbra).
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5. dbra

b
Jelen esetben a kis haromszog g és 3 hossztsagu oldalai altal kozrefogott szogfelez6rdl van szo, amelynek hossza

tehat (az idézett tétel szerint):

\/ab(a +b)? — abe?
2(a+0b)

c
Az 5. dbran szerepel még az oldalfelez6 pontok altal meghatarozott kis haromszogbe irhatd kor r sugara, illetve a —

hosszusagu oldalhoz tartozd m magassag. A magassag és a szogfelezs, valamint r és a szogfelezd mellette levs része
két derékszogi haromszoget alkot; ezek hasonlésadga miatt fennéll, hogy

f—x

-
fooom

t
Ha az eredeti (a, b és ¢ oldalt) nagy haromszog teriilete ¢, akkor a kis haromszogé T Héron képletét hasznalva

kapjuk, hogy . .
m_ atbtc
s evvel:
a+b \/ab(a+b)2 — abc?
x_f.a+b+c_ 2(a+b+c¢)

A 4. abran lathato négyszog atloja s hosszanak kiszamitasdhoz sziikségiink van a 3+ 7 sz0g koszinuszanak értékére

is. Az 5. d4bran az ST R< a 4. 4bran lathato APS< valtoszoge, tehat egyenléek. Az T'RP haromszog RS szogfelezGjének
¢ hossza ugyanugy hatarozhaté meg, ahogyan kordbban z-et kaptuk. A kiszamitott ¢ értéket az ST R haromszogre

felirt
2= (f—:z:)2+c§—2(f—x)cz-cos(ﬂ+%)

koszinusztételbe helyettesitve, majd abbol a kivant koszinusz értéket kifejezve:
7)
cos({p+ o) =
(ﬂ 2

?ab(a + b)® — abc?] + b*c*(a + b+ )’ — (a+b)? [be(b+ )’ — a?bc]
2(a + b+ c)bc? \/ab(a +b)% — abe?

Ezzel (a mar felirt koszinusztételbdl) a sulypont és a tengely keresett tavolsagara:

\/c(a+b+c)2(c—b) +a(b—c){(a+b)2 —02] + {(b—i—c)2 —a?}(a—i—b)2

5T 2(a+b+c) ’

a lengésids képlete pedig (algebrai atalakitasok utan):

T=2mw

2(b2+ 2 —be) 4+ alb+ c) — a? a+b+c
3g b3 4 3 — a3 + a(2b? + 2¢2 — be)’

A kapott — meglehetGsen terjedelmes — lengésidé-képletet (amely akkor is érvényes, ha nem a a legrovidebb oldal)
érdemes néhany specidlis esetben a fentiektdl fiiggetlen, 6nallo szamitassal is ellendrizni. Ilyen specialis eset, amikor



b = ¢, vagyis egyenlGszari haromszog képezi az ingat (0 < a < 2b). Egy ilyen inga stlypontjanak helye kozvetlen
szamitassal ugy kaphato, hogy a két szar egyiittes 2bp tomegét az a alaphoz tartozé m hosszisagi magassigvonalra,
annak felezépontjaba helyezziik, az alapvonal teljes ap tomegét pedig a magassigvonal alsé végpontjaba koncentralva
képzeljiik el. A lécharomszog sulypontja a magassag felezGpontja alatt bizonyos x tavolsagban lesz, s ezt a tavolsidgot
a szokasos nyomatéki egyenletbdl szamithatjuk ki:

2bg~x:a@(%—$).

Ebbdsl
ma
rT=——
2(2b+a)’
vagyis a sulypont és a forgastengely tavolsaga
ma a+b
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Az inga teljes tomege: M = (a + 2b)p. A rendszer tehetetlenségi nyomatéka a harom léc tehetetlenségi nyomatékénak
Osszegeként szamolhato. A haromszog alapjat képezé lécdarabnak a rajta kiviil fekvs tengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomatéka a Steiner-tétel alapjan
1 2 2
Oq = Eag-a +ap-m*,

ahol (a Pitagorasz-tételt alkalmazva) a magassag négyzete

A héaromszog szarait alkoto lécek tehetetlenségi nyomatéka a végpontjukon atmend tengelyre vonatkoztatva:
1 2
Op,=0,= -bp- b7,
3
a teljes lécharomszog tehetetlenségi nyomatéka pedig

1 1 4h3 + 6ab? — a3
@:®a+®b+®c:2'ng'b2+EaQ~a2+a9-m2:%Q.

Mindezek felhasznalasaval a lengésidé:

T 463 + 6ab? — a3 (202 + 2ba — a?)V/2b+ a
= 27 = 4T
3g(a + b)V4b? — a? 3g(a+b)V2b—a

Az altalanos képletben b = ¢ helyettesitést alkalmazva megkapjuk ugyanezt az eredményt, ezzel ellendriztiik egy
specidlis esetben az altalanos formula helyességét.

Ha — mesterkélt moédon — még az a = 0 ,,0ldalhosszal” is szamolunk, akkor két, szorosan egymas mellett elhelyezkeds
lécdarab, vagyis egy M tomegt rudinga esetét kapjuk, amelynek lengésideje:

1M 2
T=om |2 —ap [3UY o [0
Mgs Mgz 3g

amit természetesen — hataresetben — az altalanos képlet is visszaad.
Hasonléan szamithatjuk ki egy szabélyos lécharomszog lengésidejét is. Az altalanos képletbdl a = b = ¢ he-
lyettesitéssel, vagy a fizikai inga lengésidé-képletébdl (a tomegkdzéppont helyzetének ismeretében, és a Steiner-tételt

alkalmazva) adodik:
T=2m a—\/g.
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