A1. Keressiik meg o minden olyan értékét, amelyre az
—a:102—|—a:10—|—i ésaz r=oay’+a —i—i
v= 24 T eyt oy
gorbék érintik egymast.

A2. Legalabb mekkora a teriilete egy sikbeli konvex halmaznak, amely metszi az xy = 1 hiperbola mindkét szarat
és az xy = —1 hiperbola mindkét szarat? (Akkor mondjuk a sikbeli S halmazrél, hogy konvez, ha S tartalmazza
barmely két pontjanak Gsszekots szakaszat.)

A3. Legyen k pozitiv egész szam. Véletlenszert sorrendben egymas utan leirjuk az 1,2, 3,...,3k + 1 egészeket. Mi
a valészintisége annak, hogy a leirds soran nincs olyan idépillanat, amikor az addig mar leirt szamok Gsszege oszthato
3-mal? A valasz zart alak legyen, de tartalmazhat faktorialisokat.

A4. A csupaegyes kifejezés jelentsen olyan tizes szamrenszerben irt pozitiv egészeket, amelyeknek minden jegye
1-es. Keressiik meg az Osszes olyan valos egyiitthatos f polinomot, amelyre hogyha n csupaegyes, akkor f(n) is az.

A5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges csoportnak pontosan n darab p rendd eleme van, ahol p primszam, akkor
vagy n = 0, vagy p osztdja (n + 1)-nek.

A6. Egy P sokszog T hdromszigelésének nevezziik véges sok haromszognek olyan egyiittesét, amelyek unioja P, és
amelyben barmely két haromszog koz0s része vagy iires, vagy egy kozos csics, vagy egy kozos oldal; tovabba a sokszog
minden oldala pontosan egy 7T-beli haromszog oldala legyen.

Tekintsiink egy 7 haromszogelést megfeleldnek, ha minden belss cstcsban legalabb 6 haromszog talalkozik. Példa:

Bizonyitsuk be, hogy létezik csak n-t6l fiiggd M, egész szam, amelyre egy n oldala P sokszog minden megfelelg
haromszdogelése legfeljebb M, haromszoghdl all.

B1. Legyen f pozitiv egész egyiitthatos polinom, n pedig pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy f(n) pontosan
akkor osztbja f(f(n) + 1)—nek, ha n = 1. [A szerkeszt6 megjegyzése: fel kell tenniink, hogy f nem konstans.|

B2. Bizonyitsuk be, hogy ha az f: [0; 1] — R fliggvény folytonosan derivalhato és
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B3. Legyen zyp = 1 és minden n > 0 esetén legyen

akkor minden « € (0;1) esetén
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igy tehat x1 = 5, zo = 26, 23 = 136, x4 = 712. Fejezziik ki xog07-et zart alakban. (|a] azt a legnagyobb egész szamot
jelenti, amelyik nem nagyobb a-nal.)

B4. Legyen n pozitiv egész. Hany olyan P, () valos egyiitthatos polinompar van, amelyekre
(P(X))* + (Q(X))* = X?" +1

és deg P > deg Q.

LA versenyrdl megjelent ismertetés lapunk 2005/2. szamaban olvashaté, a 71-72. oldalon. A verseny honlapja:
http://math.scu.edu/putnam/index.html, a megolddsok a http://www.unl.edu/amc/a-activities/a7-problems/putnamindex.shtml
honlapon talalhatok.



B5. Bizonyitsuk be, hogy minden £ pozitiv egészre léteznek olyan
PQ(TL), P1 (n), ey Pk_l(n)

(esetleg k-tol fiiggs) polinomok, amelyekre minden n egész esetén

n

L%Jk = Py(n) + Pi(n) {%J + o+ Pe_y(n) kail :

(la] azt a legnagyobb egész szamot jelenti, amelyik nem nagyobb a-nél.)

B6. Minden n pozitiv egészre legyen f(n) az a szam, ahanyféleképpen n! centnek megfelels értéket 6sszeallithatunk
olyan érmékbdl, amelyek mindegyike k! centet ér (a sorrend nem szamit), ahol 1 < k < n. Bizonyitsuk be, hogy van
olyan n-t6l fiiggetlen C konstans, amelyre

nn2/270n67n2/4 < f(n) < nn2/2+0n67n2/4.



