1. feladat. Egy kor mentén n > 3 kdrtydt helyeztiink el igy, hogy mindegyik kdrtyanak a hdtoldala ldthato. Egy
lépésben hdrom szomszédos kdrtydval az aldbbi helycserét végezhetjik: a hdrom kézil az egyik szélsd kartyat a mdsik
sz€lsd kartya helyére tesszik, a fennmarado két kdartydt pedig eggyel odébbtoljuk és megforditjuk. Ilyen lépések sorozatdval
elérhetd-e, hogy minden kdrtya o kiinduldsi helyére keriiljon és az eldlapja legyen ldthato?

Megoldas. Allitjuk, hogy nem létezik a feladatban leirt lépéssorozat. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy van
ilyen. Figyeljik meg, hogy minden lépésben paros sok kartyat forditunk meg, ezért a hatoldalukat mutatd kartyak
szamanak paritasa sosem valtozik. Mivel kiindulaskor minden kirtyanak a héatoldala volt lathato, a lépéssorozat végére
pedig 0 ilyen kartya lett, a kor mentén elhelyezett kartyak szama paros. A kartyak helyét ezek szerint kiszinezhetjiik
feketére és fehérre gy, hogy a szinek felvaltva kovetkezzenek a kor mentén. A helycsere szabalyabol adédoan ha egy
kartyat egy lépésben megforditunk, akkor a helyének a szine is megvaltozik, ha pedig nem forditjuk meg a kartyat a
lépés soran, akkor az ugyanolyan szind helyre keriil, mint amilyenen a lépés el6tt volt. Ebb6l az kovetkezik, hogy ha egy
kartya az eredeti helyére keriil egy lépéssorozat sordn, akkor annak sziikségképpen a hatlapja (tehat nem az elglapja)
latszik. Ez ellentmond az indirekt feltevésiinknek, vagyis igazoltuk, hogy nem létezik a feladatban leirt 1épéssorozat.
O

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2-vel kezdddd, egészekbdl dllo (véges vagy végtelen) szamtani sorozat birmely
2007 szomszédos tagja kézott van olyan, amely a tobbi 2006-hoz relativ prim, akkor bdrmely 2008 szomszédos tagja kézott
van olyan, amely a tobbi 2007-hez relativ prim.

Megoldas. Jeldlje d a szoban forgd szamtani sorozat kiilonbségét. Ha d paros, akkor a sorozat csupa paros szambol
all. Egy ilyen sorozatra csak ugy lehet igaz a feladatban leirt tulajdonsag, ha a sorozatnak legfeljebb 2006 tagja van.
Ekkor persze a feladat az lireshalmaz elemérdl allit valamit, tehat nincs mit bizonyitanunk.

Az érdekes eset az, amikor d pératlan. Tekintsiik a sorozat 2008 egymaést kovets tagjat, legyen ezek halmaza
mondjuk H = {a,a+d,a+2d,...,a+ 2007d}. Mivel d paratlan, azért a és a + 2007d ellentétes paritastuak; jelolje p
koziiliik a paratlant. Ekkor H\ {p} a vizsgalt szamtani sorozat 2007 szomszédos tagja, igy a feltétel szerint valamelyikiik
(mondjuk ¢) relativ prim H \ {p} minden eleméhez. Allitjuk, hogy ¢ teljesiti a feladat altal megkivant tulajdonsagot,
azaz q a H halmaz minden eleméhez relativ prim. Ehhez pedig csupan azt kell igazolnunk, hogy p és ¢ relativ primek.

Vilagos, hogy ¢ paratlan, hiszen a H \ {p} sorozatnak van ¢-tol kiilénb6z6 paros tagja, amihez ¢ relativ prim.
Marpedig ha p és ¢ paratlan tagjai egy paratlan kiilonbségi szamtani sorozatnak, akkor sorszdmuk paros szammal

kiilonbozik, igy r := P4y tagja a szamtani sorozatnak. Raadasul, mivel p a H ,széls6” eleme, r € H\ {p} is teljesiil.

Ezért ¢ és r relativ primek a ¢ valasztasa miatt. Jelolje D a (paratlan) p és ¢ szamok legnagyobb kozos osztojat.

Vilagos, hogy D | p+ ¢ és mivel D paratlan, azért D | Z% = r is teljesiil. Azt kaptuk, hogy D kozos osztdja a relativ

prim g és r szdmoknak. Ezt azt jelenti, hogy D = 1, tehat p és ¢ is relativ primek. Nekiink pedig éppen ezt kellett
igazolnunk. [

Megjegyzés. Tobb dolgozatban szerepel, hogy a feladatban leirt tulajdonsagu szamtani sorozatok differencidja
paratlan. Jollehet ez az allitds nem igaz, az értékelés soran ezt nem tekintettiik komoly hibanak, hiszen az ,elnézett”
esetben a feladat allitasa az iireshalmaz elemére vonatkozik. Felmeriil azonban, hogy pératlan d esetén nincs-e vajon
ugyanerrdl sz6. Mas szoval: létezik-e egyaltaldn olyan legalabb 2007 taga szamtani sorozat, ami megfelel a feladat
feltételeinek. ,Szerencsére” a valasz igen: konnyen belathatd, hogy ha d a 2-nél nagyobb és 1004-nél kisebb primek
szorzata, akkor a 2+d, 2+ 2d,2+ 3d, . . . végtelen szamtani sorozat barmely 2007 egymast kovets tagja koziil a kozépss
relativ prim a tobbi 2006 tag barmelyikéhez.

3. feladat. Bizonyitando, hogy a sik rdcspontjainak tetszdleges véges H halmazabol kivdlaszthato olyan K részhal-
maz, melyre teljesilnek az aldbbi tulajdonsdgok:

(a) a sik barmely tengelypdrhuzamos (azaz fiiggdleges vagy vizszintes) egyenese K-t legfeljebb 2 pontban metszi,

(b) H\ K bdarmely pontja rajta van egy K-beli végpontokkal rendelkezd, tengelypdrhuzamos szakaszon.

1. megoldas. Azt mondjuk, hogy K’ a H megengedett részhalmaza, ha K’-nek minden fiiggéleges egyenesen
legfeljebb két pontja van (tehat vizszintes egyenesen lehet akéir tobb is), és a K’ pontjait dsszekits tengelyparhuzamos
szakaszok lefedik H minden pontjat. Létezik megengedett halmaz: ilyen K’-t alkotnak példaul H mindazon pontjai,
amelyek a sajat fiiggsleges egyenesiikon legalsok vagy legfelssk, hiszen ekkor mér a K’ pontjai meghatarozta fiiggsleges
szakaszok lefedik H minden pontjat.

Legyen K egy olyan megengedett halmaz, amelyre a K pontjait 6sszekots fiiggsleges (esetleg pontta fajuld) zart
szakaszok altal lefedett H-beli pontok szama minimalis. Allitjuk, hogy ez a K kielégiti a feladat kovetelményeit. A K
halmaz megengedettsége miatt mindossze azt kell belatnunk, hogy K-nak minden vizszintes egyenesen legfeljebb két
pontja van.

Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy K harom pontja, mondjuk p, g és r egy vizszintes egyenesre esnek ugy,
hogy a q a p és az r kozott van. Ha a ¢ pontot tartalmazéd fiiggsleges egyenesen K-nak nincs mas pontja, akkor
legyen K’ = K \ {¢q}. Ha van, akkor pontosan egy van (mondjuk s). Legyen ¢’ a gs nyilt félegyenesnek a q végponthoz
legkdzelebbi H-beli pontja (ilyen van, mert s € K C H), és legyen K' = K \ {¢} U {¢'}. Mindkét esetben K’ C H,
K’-nek minden fiiggéleges egyenesen legfeljebb két pontja van, és a K’ pontjait tsszekots tengelyparhuzamos szakaszok



lefedik H \ K’ minden pontjat. Rdadésul a K’ pontjait tsszekots fiiggoleges (esetleg pontté fajuld) zéart szakaszok éltal
lefedett H-beli pontok szama kisebb, mint ugyanez a szdm a K esetén. Ez nem lehetséges.
A kapott ellentmondés igazolja, hogy a K halmaz a feladatban megfogalmazott mindkét feltételt teljesiti. [

A fenti érvelés bar igazolja a feladat allitasat, nem ad jol hasznalhaté algoritmust egy megfelel6 K halmaz megta-
lalasara. Az alabbi megoldés ezzel is szolgal.

2. megoldas. A H halmaz mérete szerinti indukcioval bizonyitunk. Vildgos, hogy ha |H| = 1, akkor K = H
teljesiti a feladatbeli feltételeket. Tegyiik fel, hogy legfeljebb n ponttd H halmazra mar igazoltuk az allitast, és legyen
a H halmaznak n + 1 pontja.

Alkossak a K™ halmazt a H azon pontjai, amelyek a sajat fiiggsleges egyenesiikon legalsok vagy legfelssk. Vilagos,
hogy K™ teljesiti a feladat (b) feltételét. Ha az (a) feltétel is teljesiil K*-ra, akkor készen vagyunk: K = K* megfeleld.
Ha azonban az (a) feltétel nem teljesiil, akkor ennek az az oka, hogy van K*-nak olyan ¢ pontja, hogy a ¢ vizszintes
egyenesén ¢-tol balra és jobbra is van K*-nak pontja, mondjuk p és r.

Az indukcios feltevés szerint az n pontt H \ {¢} halmaznak létezik olyan K részhalmaza, ami minden tengely-
parhuzamos egyenesen legfeljebb két pontot tartalmaz, és H \ {¢} minden pontjat lefedik a K altal meghatéarozott
tengelyparhuzamos szakaszok. Allitjuk, hogy ugyanez a K halmaz H-hoz is megfelels. Ehhez elegendd azt belatnunk,
hogy ¢ rajta van egy K-beli végpontokkal rendelkezs vizszintes szakaszon. Vizsgaljuk a p pontot! Mivel p egy fiig-
gbleges egyenes H-beli legalsd vagy legfelsé pontja, azért vagy p € K, vagy p egy K-végpontu vizszintes szakaszon
talalhato, tehat ¢ vizszintes egyenesén van p-t&l balra K-nak pontja. Hasonléan, ha r ¢ K, akkor r is csak egy K
meghatarozta vizszintes szakaszon lehet, igy K-nak r-t6l jobbra is van pontja. Azt kaptuk, hogy ¢ csakugyan egy K
végpontl vizszintes szakasz belsejében van, tehat K valoban megfelel a feladat feltételeinek, vagyis az allitas n + 1
pontd halmazokra is igaz. Ezzel az indukcios 1épést igazoltuk, a bizonyitast befejeztiik. O

Megjegyzések. 1. A 2. megoldasbol ugy kaphatunk hatékony algoritmust a K halmaz keresésére, hogy els6 1épésben
képezziik a K* halmazt. Ha K™ nem alkalmas K-nak a bizonyitasbeli ¢ pontja miatt, akkor a H \ {¢} halmazra
rekurzivan meghivjuk ugyanezt az algoritmust. Igy legfeljebb |H|—1 alkalommal képezve a megfelels K * halmazt, el6bb-
utobb egy keresett K-t kapunk. (Az is konnyen lathato, hogy nem kell egyenként elhagyni a ¢ pontokat: megtehetjiik
azt is, hogy H-bol egyszerre hagyjuk el K™ Osszes olyan pontjat, ami K*-beli végpontokkal rendelkezs vizszintes
szakasz belsejében van. Igy az algoritmus gyorsabban végetér.)

2. Tobb hamis bizonyitas érkezett a feladatra. Legtobbjiik moddszerébdl az is kovetkezne, hogy tetszéleges H
halmazhoz egyértelmiien létezik a keresett K. A példa mutatja, hogy ez korant sincs igy.
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3. Erdekes tulajdonsiga a fenti megoldasokban konstrualt K halmaznak, hogy ha egy K’ halmaz rendelkezik a
feladatbeli (a) és (b) tulajdonsdgokkal, akkor minden K’-beli végpontokkal rendelkezd fiiggsleges szakasz része egy K
meghatarozta fiiggsleges szakasznak, tovabba minden K meghatarozta vizszintes szakasz része egy K'-beli végpontok-
kal rendelkezé vizszintes szakasznak. Més széval K a ,legmagasabb” és egyben ,legkeskenyebb” a kivant tulajdonsagu
halmazok kozott. Természetesen ha a 90°-kal elforgatott abréan végezziik el a konstrukciot (azaz a fliggSleges és viz-
szintes szavakat felcseréljiik a bizonyitasban), akkor a ,legalacsonyabb” és ,legszélesebb” megoldast kapjuk meg.

4. A feladat szoros rokonsagot mutat Gale és Shapley (sajnos nem eléggé) ismert ,stabil hazassagi” tételével.



