Bevezetés

A fels6 matematikaban gyakran taldlkozunk végtelen sorokkal. Legyen (a,) egy valos szamsorozat, és képezziik e
szamsorozat (s,) Osszegsorozatat:

Sp=ao0+ai+ ...+ ay, n=20,1,2,....

Ez utobbi sorozatot szimbolikusan
S:a0+a1—|—...—|—an—|—...

jeloli, akar létezik hatarértéke, akir nem, és végtelen sornak nevezziik. Bar divergens sorok is hasznosak lehetnek,
ebben a cikkben azonban mi konvergens sorokra Osszpontositjuk figyelmiinket, azaz olyan esetekre, ahol az s, sorozat
tart egy véges s hatarértékhez.

Nehézségiik miatt a végtelen sorokat még a kozépiskola emelt szintd matematikai oktatasaban sem tanitjék, pedig
nemcsak hasznosak, de érdekesek is. Folytatva korabbi cikkemet [8], a differencidl- és integralszamitasban jaratos
olvasdval egyiitt most megprobalom tjra bejarni a végtelen sorok felfedezésének leglatvanyosabb szakaszait, kovetve
az Uttorsk zsenialis pontatlansagait is. Akit az el6adottak szabatos bizonyitasai mar most érdekelnek, annak szamos
tankonyv ajanlhato (pl. [7]).

Kétrészes cikkem I. részében a végtelen mértani sorrdl beszélek, amellyel Akhillész és a teknGsbéka paradoxonaban
talalkozhatunk. Ebbgl viszonylag egyszertien adodik a logaritmus- és az exponenciélis fliggvény hatvdnysora, amelyek
megfelels (a,,), illetve (b,) egylitthatok mellett az

s(x)=ap+ax+...+ax" +...,

illetve altalanosabban az
S(CL‘) :bO‘i‘bl(CE—ZEo)+...+bn(;v—x0)"+_'_

alakban allitjak el6 a kérdéses fliggvényeket, ahol =y egy alkalmas valés szam.

Tobb otletre van sziikség mas fliggvények, példaul az arkusz tangens fliiggvény hatvanysoranak levezetésehez. Sze-
rencsére van egy altalanos elmélet is, amely mechanikusan alkalmazhato.

A TI. részben nehezebb kérdéseket jarok koriil. Kiilonleges leleményességet igényelt a négyzetszamok inverz-négyzetdsszegének
kiszamitasa, de a feladat meghalalta a faradsagot: egész matematikai elméletek néttek ki e problémabol.

Fizikai alkalmazasai mellett matematikai érdekessége is vitathatatlan az

s(z) =ap+ (a1 cosz +bysinz) + ...+ (a, cosnz + b, sinnz) + . ..

trigonometrikus soroknak.

A cikk végén néhany kovetkestetést vonok le. A kifejtésben a logika mellett a torténetiségre [4] és a numerikus
kiszamithatosagra is hangstlyt fektetek [3]. Az elmélyedést segitendd par feladatot is kitiizok, amelynek megoldéasat a
cikk végén kozlom. Néhany irodalmi utalassal zarom a cikket.

A végtelen mértani sor

Torténetiink Nagy-Gorogorszagban (kdzelebbrol a mai Dél-Olaszorszagban) az éleai Zénonnal (i.e. 460 koriil) kezds-
dik, aki négy hires paradoxonaval raimutatott a folytonossag fogalmi csapdaira. Itt csupan a legnevezetesebb paradozont
mutatjuk be, amely azt mondja ki, hogy hidba fut Akhillész kétszer gyorsabban, mint a tekndsbhéka, sohasem éri utol.
WValoban”, legyen a kezdeti tavolsag Akhillész és a teknGsbéka kozott dy, és legyen tg az az idd, amig Akhillész lefutja
e tavolsagot. Ez alatt azonban a tekndsbéka is tovabb lép, és a koztiik 16v6 4j tavolsag di = do/2 lesz. Ennek lekiiz-
déséhez Akhillésznak t1 = to/2 id6re lesz sziiksége, de ekozben tjra keletkezik kozottik egy da = di/2 tavolsag, s e
folyamat a végtelenségig folytatodik, ,tehat” Akhillész sohasem éri utol a tekndsbékéat.

Valoban? Tapasztalatbol tudjuk, hogy éppen 2d, tavolsag megtétele utan éri utol a bajnok a tekndésbékat, és ezt a
végtelen mértani sor segitségével be is lathatjuk.

Méar Eukleidész Elemei (i.e. 300) tartalmaztdk a véges mértani sor Osszegképletét. Mai jeloléssel: legyen x egy
tetszoleges valos szam, és legyen a; = 2*. Ekkor igaz az

1— :En+1
Sp,=ap+a1+...+a, = ———
1—x

képlet. Ha —1 < x < 1, akkor hatarértékre térhetiink, és adodik az

! Koszonetemet fejezem ki Somogyi Robertnek a cikk frasahoz nyujtott segitsegéert.



1. tétel. A végtelen mértani sor dsszegképlete:

s=14+a+...+a2"+...= ——, |z < 1.
—x

Az © = 1/2 értékre s = 2. Ezzel Zénon feladata megsziint paradox lenni. Ezt tette Grégoire de Saint Vincent
(1584-1667) a 17. sz. kozepén, amikor — els6ként! — kiszamitotta, hogy Akhillész hol (példankban éppen 2dg-ban) éri
utol a tekngsbékat.

Emlékeztetem az Olvasot, hogy korabbi cikkemben ([8], 3. példa) éppen ezt a sort mutattam be, mint Isaac Newton
(1643-1727) altalanos binomialis tételének legegyszeribb esetét.

Miel6tt lezarnam a témat, izelitsiil ismertetek egy heurisztikus levezetést is, amely egyszertibb, mint a fenti, de
nem szabatos.

s=14+z+2?+. . . +2"+... =1+z(Q4+z+... 42" +..)=1+uzs,

ahonnan rendezéssel adodik az 1. tétel eredménye. A tovabbiakban még taldlkozunk hasonléan otletes, de megala-
pozatlan levezetésekkel. Ne felejtsiik el, hogy kiilon igazolasra szorul a véges sorokra magatol értet6ds miiveletek
érvényessége: a tagok sorrendjének a megvaltoztatasa, valamint az Osszegezés és hatarértékképzés, illetve késébb az
integralas (differencialas) sorrendjének a felcserélése.

A logaritmus- és az exponencialis fiiggvény hatvanysora

A végtelen mértani sorhoz hasonléan egyszeri a logaritmus hatvinysoranak a kiszamitasa, kiilonosen a természetes
alapué. A természetes logaritmus alapja a kovetkezs hatarérték:

1 n
e= lim <1—|——) .
n— o0 n

Csak ismerni kell hozza az integralszamitast, és elég batornak vagy feleltlennek kell lenni, hogy tagonként integraljuk
az 1. tételbeli hatvanysort. Ezt tette 1670 koriil Newton. 1/(1 — x) helyett 1/(1 4 x)-et véve, a jobb oldalon el§jelvaltd
osszeget kapunk. A két oldal integralja In (1 + ), illetve a (—1)"2"!/(n + 1) tagok Gsszege, ezért igaz a

2. tétel. A logaritmusfiigguény hatvinysora konvergens az |x| < 1 szakaszon:

2

In(l+a)=a— o 4. .+ (-1)"DT

5 n—l—....

Figyeljiik meg, hogy véges mértani sorral semmire sem mentiink volnal

Mire lehet hasznalni egy hatvanysort? Egyrészt végtelen sok tagot Gssze lehet adni zart képletben (1. tétel), masrészt
tetszoleges fliggvényértékeket lehet veliik gyorsan és pontosan kiszamitani (2. tétel). Ezt teszi 1975 ota a zsebszamolo-
gépiink, és ezt tették a fliggvénytablazatok 1670 és 1975 kozott (2. tétel). A fliggvényérték kiszamitasara mutat példat
az

1. feladat. a) Az In (1 4 ) fliggvény hatvanysora segitségével szamitsuk ki In2 értékét n = 10%-ra, ahol k =
1,2,3,4,5,6.

b) Mi torténik, ha a In2 = —1In (1/2) képletet alkalmazzuk?

¢) Hogyan lehet a konvergenciatartomanyt kiterjeszteni Saint-Vincent

14z 0 $2k+1
I =22 9
—x P +

képletével? Az eredményeket a 3. tablazat tartalmazza (l1d. 399. oldal).

Inz

Tudjuk, hogy az exponencialis fliggvény a logaritmusfiiggvény inverze, azaz e™”* = x minden pozitiv z-re azonosan

igaz. Newton ebbdl az Gsszefiiggésbdl vezette le a kovetkezs tételt:

3. tétel. Az e” fiigguvény hatvinysora minden valds x-re konvergens:
x
e =14+"4.. . +=+...,
1 n

ahol n! =1-2...n az n szam faktoridlisa.

Speciélisan:



Ebbol a képlethdl a Szentpétervarott dolgozo svajci szarmazasa Leonhard Euler (1707-1783) viszonylag egyszertd
indirekt bizonyitassal megleps kovetkeztetést vont le.

Kovetkezmény (Euler, 1737). Az e irraciondlis, azaz nem irhatd fel két egész szam hdnyadosaként.

1. példa. Kiszamitjuk az e kozelits értékét az eredeti (1) és a hatvanysoros (2) képlettel n =1,2,...,9-re.

en (1) en (2)
2,00000 | 2,00000
2,25000 | 2,50000
2,37037 | 2,66667
2,44141 | 2,70833
2,48832 | 2,71667
2,52163 | 2,71806
2,54650 | 2,71825
2,06578 | 2,71828
2,58118 | 2,71828

1. tabldzat. Az e kétféle kozelitése

© 00 1O Ui W -3

A masodik modszer nemcsak sokkal gyorsabb, mint az elss, de joval kevesebb szamolast is igényel, mert az (n + 1)-
taga Osszegnek csak az utolso tagjat kell az n-edik lépésben kiszamitani, és hozzdadni a mar az eléz6 1épésben kisza-
mitott n-tagi Osszeghez.

Hamarosan egy egyszeriibb levezetést is adunk e” hatvanysoréra.

Az arkusz tangens hatvanysora

Ebben a pontban egy kevésbé népszert fiiggvény, az arkusz tangens fiiggvény hatvanysorat vezetjiik le, amelynek
érdekes alkalmazasat adjuk meg.

4. tétel. Az arkusz tangens fligguény hatvanysora:

s k:x2k+1
tgx = ~1 , <1.
arctgx kZ:O( ) 1 ||

Bizonyitas.

- x , 7 x 1 B x O Kook B
arctga:—/o [arctg ] dt_/o H—t?dt_/o kz—o(_l)t dt =

o 2k+1
=2 (_1)k;k+ 1
k=0
Itt felhasznaltuk, hogy
(arctgt)’ =

T14e2

A bal oldalon a Newton-Leibniz-formulat, a jobb oldalon a —z? hanyadost végtelen mértani sor Gsszegképletét és a
hatvanyfiiggvények integralképletét alkalmazva, adodik a képlet. [

Ezt a képletet is lehet szogfiiggvénytabla készitésére alkalmazni, de helyette inkdbb a legegyszeriibb speciélis esetet
irjuk fol: legyen « = tan (w/4) = 1.

2. példa. A 7 szam kiszamitasa végtelen sorral (Gregory, 1668 és Leibniz, 1676).

™ 1 k
o=l 4 4 (-1
1 g T+ (=1)

A skot Jamnes Gregory (1638-1675) ezzel a sorral probalta igazolni, hogy a 7 irracionalis, de probalkozasa sikertelen
volt.

Ez a sor volt a német Gottfried Leibniz (1646-1716) egyik f6 eredménye, amelyet 1676-ban a londoni Kiralyi
Tarsasag titkaran, Oldenburgon keresztiil elkiildott Newtonnak.



A féltékeny vetélytars, Newton karorommel valaszolta Leibniznek, hogy egyrészt mar Gregory is ismerte e képletet,
masrészt nagyon lassan konvergdl a sor: ,,100 évre lenne sziikség ahhoz, hogy 20 tizedesjegy pontossiggal kiszamitsuk
azt” ([4], 192. o.).

A Gregory—Leibniz-képletet beprogramozva, szamitogéppel kiszamitjuk a 7 kozelits értékét n = 10*-ra, n = 10 —1-
re, ahol k£ =1,2,3,4,5.

A korai szamitogépekrol ismers GWBASIC program egyszeresﬁ pontossag esetén nem tud nagyon kicsi szadmokkal
dolgozni, ezért a szamitas fokozatosan annyira elromlik, hogy n = 10%-nél mar a ,felsé korlat” is a helyes értek ala
siillyed!

tagszam | als6 kozelités | felsd kozelités
n Sn Snfl
10 3,04184 3,25237
100 3,13159 3,15169
1000 3,14059 3,14259
10 000 3,14149 3,14169
100 000 3,14158 3,14160

2. tabldazat. A Gregory-Leibniz-sor kizelitése kettGs pontossaggal

A torténeti hiiség kedvéért megjegyezziik, hogy hasonldéan elemi modszerrel vezette le Newton és Leibniz az arkusz
szinusz fliggvény hatvanysorat az f(x) = 1/4/1 — 22 binomialis sorabol. Az inverz fiiggvények hatvanysoraként meég
meghataroztdk a tangens és a szinusz hatvanysorat is, ezek megismétlését azonban csak a kiilonlegesen szorgalmas
olvasoknak ajanlom.

Ezek a sorok sajatosak, tudniillik tagjaik elGjelvaltok: pozitiv és negativ elGjeli tagjaik (gyakran 0 kézbeékelGdé-
sével) valtjak egymést. Emiatt a pozitiv tagra végz6ds részosszegek felsd, a negativ tagra végz6ds részosszegek also
becslést adnak a ,yégosszegre”. Ugyanakkor nem szabad tetsz6legesen felcserélni az 6sszeadasok és kivonasok sorrendjét,
mert megvaltozhat a sor hatarértéke.

Altalanos hatvanysorok

Szerencsére van egy mechanikus médszer is, amellyel egy tetszGleges, jol viselkedd f fiiggvény hatvanysora kisza-
mithato. Ez az an. Maclaurin—Taylor-sor [3], a két névado6: Brook Taylor (1685-1731) angol matematikus és Colin
Maclaurin (1698-1746) skot matematikus.

Mivel a hatvanysornak két alakja is van, két esetet vizsgalunk. Kezdjiik az egyszertibbel:

s(x)=ao+arx+...+az" +....

Vegyiik tagonként az s(x) fiiggvény derivaltjait, ahol n > k (vigyazat, ez az eljaras nem minden fiiggvénysorra ad
helyes eredményt!):

s(@)=ar+...+na 2"t +...,
sP () =klag+...4+nn—1)...(n—k+Dapz"F 4+ ... .

Egyszerti behelyettesitéssel adodik, hogy s(0) = ag, s'(0) = ay, ..., s(k)(O) = klay. Bizva a szerencsénkben, kimondjuk
a kovetkezs tételt.

5. tétel (Maclaurin, 1750). a) Ha az
)= 3 ot
k=0

fiiggvény hatvdnysora a —R < x < R szakaszon konvergens, akkor értékét a Maclaurin-sor adja meg:

< £
=3 O

b) Ha f akdrhdnyszor differencidlhaté o —R < x < R szakaszon, és van olyan M dllandd, amelyre |f(k)(33)} <M
minden k-ra, akkor a Maclaurin-sor a szoban forgs szakaszon konvergens.

2A cikkben hasznalt BASIC valtozotipusok jellemz6i:
— egyszeres pontossagl valos: hossza 4 byte;
— dupla pontossagi valds: hossza 8 byte;
— a szamok lebeg6Gpontos binaris formaban vannak tarolva.



Hangsulyozzuk a tétel hasznat: négy alapmiveletre vezeti vissza az olyan nem algebrai (tn. transzcendens) fiigg-
vények kiszadmitasat is, mint az exponencidlis, a logaritmus és a szogfliggvények, amelyek derivaltjai egy korlatos
szakaszon vagy akar az egész szamegyenesen korlatosak.

Egy példa és egy feladat szemlélteti az altalanos modszer alkalmazhatosagat.

3. példa. A szinusz fiiggvény hatvanysora minden valés x-re

IB $5
T— 4+ -
CTIR T
Valoban, sin’ z = cosz, cos’ z = —sinz, azaz sin0 = 0, sin’ 0 = 1, sin” 0 = 0, sin”’ 0 = —1 és sin¥ 0 = 0, ahonnan

periodikusan folytatédik a sorozat.
Figyelemre mélto, hogy egy korlatos és periodikus fiiggvény nem korlatos és nem periodikus fliggvények Osszegeként
allithato els.

2. feladat. Vezessiik le a Maclaurin-sorbol e hatvanysorét.

A logaritmusfiiggvény hatvanysora esetén lattuk, hogy nem mindig lehet a 0 koriil venni egy fliggvény hatvanysorat.
Err6l szol az altalanosabb

6. tétel (Taylor, 1715). Az 5. tétel feltételei mellett egy |xo| < R szdm koril is sorbafejthetd a figguény, azaz
értékét az |v — xo| < R szakaszon az in. Taylor-sor adja mey:

©  £(k) (5
)= 3 I e

A képlet szabatos levezetése meglehetGsen technikai (pl. [7]).

3. feladat. Igazoljuk, hogy az f(z) = (1 + )" esetében a Taylor-tétel éppen a klasszikus binomiélis tételre
egyszerlisodik. Egyébként a bizonyitasban fel is hasznaljuk e tételt.

Ismét egy torténeti megjegyzés: Tudjuk, hogy Newton és Leibniz méar az 1670-es években birtokaban volt az
altalanos Taylor-képletnek. De valamilyen okboél nem tartottak sziikségesnek, hogy ki is mondjak a tételt, ezért ma
mar Taylor, illetve Maclaurin nevét viselik e képletek.

Feladatmegoldasok

1. feladat. A gondot az okozza, hogy = = 1 esetén a konvergenciakor hataran vagyunk. Erdekes, hogy a GWBASIC
program egyszeres pontossaggal képtelen a végtelen sort akar 4 tizedes jegy pontossaggal megallapitani: a Taylor-sor
S1000 = 0,69305 f6lé nem tud menni, pedig a pontos eredmény In 2 = 0,693147. A dupla pontossagot megkdvetelve mér
6 tizedes jegy pontossaggal is mikddik a program. A In2 = —1n (1/2) kozelités viszont mar n = 100-ra is majdnem
pontos. ¢) A konvergencia gyorsithat6 a z = (1 + x)/(1 — z) helyettesitéssel. Ekkor

> p2k+1
Inz=In(l+z)-In(l—z)= 2;%—H
n Sn Sn—l _Un

10 | 0,645635 | 0,645635 | 0,693065

100 | 0,688172 | 0,688172 | 0,693147

1000 | 0,692643 | 0,692647 | 0,693147

10 000 | 0,693050 | 0,693097 | 0,693147
100 000 | 0,693050 | 0,693142 | 0,693147
1000 000 | 0,693050 | 0,693147 | 0,693147

3. tdblazat. A logaritmus-sor kozelitése

2. feladat. e” barmely derivaltja e, azaz f*(0) = €* = 1.
3. feladat. Legyen f(x) = (1 +z)", ekkor
@) =nn—1)...n—k)1+2)"" azaz fP1)=nn-1)...(n—k),

és

n(n—l)].fi.(n—k) _ <Z)
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