A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

1. Adottak az a1,aq, ..., a, valds szamok. Mindegyik i-re (1 < i < n) legyen
di =max{a;: 1 <j<i} —min{a;: i <j<n}

és legyen
d=max{d;: 1 <i<n}.
(a) Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges v1 < xo < ... <z, valds szdamokra

d
(%) max{|zi—ai|:1§i§n}2§.

(b) Mutassuk meg, hogy vannak olyan x1 < xo < ... <z, valds szamok, amelyekre (x)-ban az egyenldség dll fenn.

Lovasz Laszl6 Miklés megoldasa. (a) Mivel max{a;: 1 < j < i} > a;, és min{a;: i < j < n} < a,,
nyilvan d; > 0. Jeloljon k egy olyan indexet, amelyre d = dj; hasonléan, legyen a; = max{a;: 1 < j < k} és
ay, = min {aj: k < j < n}. Tegyiik fel, hogy a feladat allitasaval ellentétben léteznek olyan 1 < x5 < ... < x, valds

szamok, amelyekre |z; — a;| < 5 minden 7 < n-re. Ekkor azonban az

T — Ay < T — am| < =

ag—xg§|$g—ag|< 5
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egyenl6tlenségek Osszege: ag — @y + Ty, — Tp < d.

Masrészt £ < k < m miatt £ < m, és ezért x,, > x,. Igy viszont ay — am, + Ty, — ¢ = di, + Ty — T > d, ami az
elébbi egyenl6tlenségnek ellentmond.

(b) Minden 1 < i < n indexre legyen

max{a;: 1 <j<i}+minfa;:i<j<n}
x; = .
2
Ez az x; sorozat valoban ndvekeds, mivel az 6sszeg mindkét tagja monoton névs az ¢ fiiggvényében: bévebb szam-
halmaz maximuma legalabb akkora, mint a sziikebbé, egy halmazt szikitve pedig a minimum ugyancsak né. Az
A; =max{a;: 1 <j<i}és By =min{a;: i <j < n} jelolésekkel A; > a; > B;, d; = A; — By, igy

i—a; <z — B
zi—a; < 5 5

ai—x <A —ay = A — ; = =

o) & | &

di _d ) d
Tehat minden é-re |x; — a;] < Bl < o azaz max {|z; —a;|: 1 < j <n} < o az (a)-ban kapott altalanos becsléssel

Osszevetve ez igazolja, hogy a valasztott x; szdmok mellett (x)-ban egyenlGség 4ll.

2. Tekintstink ot olyan A, B, C, D, E pontot, amelyekre ABCD egy parallelogramma, BCED pedig egy hurnégy-
sz0g. Legyen £ eqy, az A ponton dtmend egyenes. Tegyiik fel, hogy £ a DC szakaszt az F' belsé pontban metszi, a BC
egyenest pedig a G pontban. Tegyiik fel tovdbbd, hogy EF = EG = EC. Bizonyitsuk be, hogy ¢ a DAB< szdgfelezdje.



Hujter Balint megoldasa. A BCED koriilirt kore legyen k, a CG szakasz felez6pontja (egyben az E-bsl CG-re
allitott merdleges talppontja) T', hasonléan az F'C felez6pontja (ami az E-bsl F'C-re allitott merdleges talppontja) S,
az E-b6l a DB egyenesre emelt merdleges talppontja R, végiil az ST és az AC egyenes metszéspontja R'.

Megmutatjuk, hogy R’ = R, és ez a pont az ABCD parallelogramma kdzéppontja.

Az S, T, R pontok egy egyenesen, a BC'D haromszog E-hez tartozd Simson-egyenesén vannak. Alkalmazzunk 2-
szeres nagyitast a C-bdl; ennek sordn T képe G, S képe F. A Simson-egyenes képe ezért £, igy R’ képe A; vagyis R’ az
AC szakasz felez6pontja. Az R’ a DB szakasz felez6pontjaként a Simson-egyenesnek D B-vel alkotott metszéspontja,
ezért egybeesik R-rel.
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Az ER szakasz mer6legesen felezi a DB-t, azaz EB = ED. Igy az EDF ¢és EBC haromszogek két-két oldala (ED
és EB, illetve EF és EC) egyenls, és megegyeznek az EF és EC oldalakkal szemkozti szogek is, hiszen EDF < és
EBC<« egyarant ugyanahhoz az E'C ivhez tartozoé keriileti szog k-ban. Mivel DF E< az egyenld szarta EFC haromszog
alapon fekvs — tehat hegyes — EFFC szOgének kiils6 szoge, azért DF E<t > 90°, és hasonloan BCE< > 90°. Tehat a
tompaszogli EDF és EBC haromszogek egybevagoak; DF = BC.

A parallelogramma parhuzamos oldalai miatt az ADF és a GC'F haromszogek megfelel§ szogei egyenldk, e két
C D .
haromszodg hasonlo, ezért C — DF Igy AD = BC = DF miatt GC = FC, vagyis az FCG (és a hozza hasonlo
F D A) haromszog egyenld szaru. A paralelogramma parhuzamos AB és DC oldalai révén az ABG haromszog is hasonlo
FCG-hez, igy ugyancsak egyenl§ szart. Tehat DAF< = DFA< = CFG< = CGF< = FAB4.

3. Egy matematikai verseny résztvevdi kozil némelyek bardtok. A bardtsdg mindig kélcsénds. Nevezzik a versenyzdk
egy halmazdt klikknek, ha akdrhogyan vdlasztva kézilik kettét, ok bardtok. (Specidlisan barmelyik, kettdnél kevesebb
versenyzobél dllé halmaz klikk.) Egy klikk tagjainak a szdmdt a klikk méretének fogjuk nevezni.

Ha tudjuk, hogy ebben a versenyben a legnagyobb méretd klikk mérete pdros szdm, bizonyitsuk be, hogy elhelyezhetjiik
a versenyzdket két teremben olymaodon, hogy az eqyik teremben taldlhato legnagyobb méretd klikk mérete egyenld legyen
a mdsik teremben taldlhato legnagyobb méretd klikk méretével.
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Gyenizse Gergd megoldasa. (1) Tekintsiik a baratsagi kapcsolatokat megjelenité G graf pontjainak egy olyan
felosztasat egymastol diszjunkt A és B halmazokra, amelyre az A-ban talalhato maximalis méreti klikk legalabb akko-
ra, mint a B-ben talalhato, és a két méret kiilonbsége a lehets legkisebb. Ha e kiilonbség pozitiv, akkor megmutatjuk,
hogy az értéke 1. Ellenkez6 esetben az A pontjait egyesével rakjuk at B-be; egy pont athelyezésével az A-beli maximalis
méretd klikk mérete legfeljebb 1-gyel cs6kken, a B-belié legfeljebb 1-gyel ng, igy a kiilonbség legfeljebb 2-vel csokken.

(2) Ha a feladat allitdsa hamis, akkor tehat az A-beli maximéalis méretd klikk mérete a, a B-belié pedig a — 1.
A G-ben nincs 2a-klikk, hiszen akkor abbol vagy A-ba esne (a + 1)-klikk, vagy B-be egy a-klikk. A feladat feltétele
szerint ekkor viszont (2a — 1)-klikk sem létezhet G-ben.

(3) Ha A-nak valamely 2 pontja nem tartozik hozza egy A-beli a-klikkhez, akkor nincs olyan B-be es6 (a — 1)-klikk,
amelynek minden pontja 0ssze van kotve z-szel: ellenkezs esetben ugyanis ezt az x pontot B-be athelyezve az A-beli
maximalis klikkméret tovabbra is a, a B-belié pedig szintén a-ra néne.

(4) Megmutatjuk, hogy A-ban csupan egyetlen a-klikk talalhato. Tegyiik fel ugyanis, hogy van kettd; az egyiket
jelolje C, és tegyiik at A-nak a C-hez nem tartozo pontjait egyesével B-be. Ennek soran B-ben ((3) szerint) nem
keletkezhet (a — 1)-nél nagyobb méretii klikk. Legyen p az a pontja A-nak, amelynek atrakasa el6tt még két a-klikk is
talalhato A-ban, utana viszont mar csak egy, C'. Jelolje tovabba q a C-nek egy olyan pontjit, amely nincs 6sszekotve
p-vel. (Biztosan van ilyen pont, kiilonben p a C-vel (a + 1)-klikket alkotna.) Tegyiik vissza a p utan athelyezett
pontokat A-ba, a ¢ pontot pedig rakjuk B-be. Azt allitjuk, hogy ekkor viszont A-ban és B-ben egyarant a — 1 a
maximaélis klikkméret (ami ellentmondas). Valoban, g-val egyiitt csak C volt a-klikk az A-ban, ami ¢ eltavolitasaval
megsziinik. A (3) szerint ¢ atkeriilése el6tt B-ben nem keletkezhet a-klikk, tehéat csak ugy johetne végiil létre, hogy ¢
Ossze van kotve egy eredetileg is B-be tartozo (a — 1)-klikk valamennyi pontjaval. Ekkor viszont a kovetkezSképpen
moédosithatunk: az eredeti A-bol csupan ¢ keriiljon at B-be, ezzel ott létrejon egy a-klikk; A-ban viszont megmarad
az a C-t6l kiilonb6z6 a-klikk, amely kordbban p attételével szlint csak meg, ezért sziikkségképpen tartalmazza p-t.
Igy azonban nem tartalmazza g-t, hiszen p és ¢ nincs Gsszekdtve. Ebben az elrendezésben tehat A és B maximalis
klikkmeérete egyarant a, ami ellentmondas.

(5) Jelolje a (4) szerint egyetlen A-beli a-klikket C, és helyezziik at az A 6sszes, C-n kiviili pontjat B-be; ennek
soran B maximaélis klikkmérete valtozatlanul ¢ — 1 marad. Ha viszont ezutin C' = A barmelyik y pontjat B-be
helyezziik, akkor A maximaélis klikkmérete (a — 1)-re cs6kken, ezért — eredeti indirekt feltevésiink értelmében — B-ben
a-klikk jon létre, méghozza (4) szerint pontosan egy, jeloljik D-vel. A D-nek létezik olyan z pontja, ami az A-bol
megmaradt (a — 1)-klikk valamelyik pontjaval nincs 6sszekotve, hiszen ellenkezs esetben a két halmaz (2a — 1)-klikket
alkotna G-ben, ellentmondva (2)-nek. Igy azonban a z pontot az A-ba téve, ott tovabbra is @ — 1 marad a maximalis
klikkméret, B-ben pedig (a — 1)-re csokken, mivel D, az egyetlen a-klikk a z eltavolitasaval megsziinik. Ez ellentmond
eredeti indirekt feltevésiinknek.

4. Az ABC hdromszégben a BC A< szdgfelezdje a korilirt kért az R pontban metszi (R # C), a BC szakasz
felezdmerdlegesét P-ben, az AC szakasz felezdmerdlegesét pedig Q-ban. A BC' szakasz kézéppontja K, az AC szakasz
kézéppontja pedig L. Bizonyitsuk be, hogy az RPK és RQL hdromszigek terilete egyenld.




Szics Gabor megoldasa. Elég belatni, hogy a 2. dbrdn jelolt RPK, illetve RQ)L haromszogeknél kétszerte
nagyobb teriiletd RPB és RQA haromszogek teriilete egyenls. Az ABC haromszog szogeit jelolje a szokasos modon
a, B, v; meghatarozzuk a szoban forgd két haromszog szogeit. Az ACQ haromszog egyenls szaru, ezért

QAC< = QCA< = %

Igy RQA< = QCA< + CAQ< = v, és ehhez teljesen hasonléan adodik, hogy BPR< = . A keriileti szogek tétele
alapjan ARQ< = ABC< = f3, tehat

RAQ< = 180° — ARQ< — RQA< = a.
Hasonléan kaphatjuk, hogy a BPR haromszog szogei ugyancsak «, f, 7v; tehat ARQ és BPR hasonl6o haromszogek.

Mivel az AR és RB ivekhez tartozoé keriileti szog egyarant %, azért AR = RB: a két hasonlo haromszdgben a v-val
szemkozti oldalak egyenld hosszaak, igy a két haromszog egybevagd, s ezért a teriiletiik is egyenld.

NN

Z,

B

1. dbra

/

AN
=
\ = 2 C
2. dbra

5. Legyenek a és b pozitiv egészek. Bizonyitsuk be, hogy ha 4ab — 1 osztoja (4a2 — 1)2—nek, akkor a =1




Korandi Daniel megoldasa. Legyen r és s egész szam. Ha a legnagyobb k6z6s osztéjuk d, akkor r = dr; és
s = dsi, ahol az r1 és s; egészek egymashoz relativ primek. Tegyiik fel, hogy r osztoja s*-nek; ekkor dry | d*s} miatt
r1 | ds?. Mivel r; relativ prim s3-hez is, 71 osztoja d-nek. Ebbdl kivetkezik, hogy ha d osztoja egy t egésznek, akkor
r = dry osztoja t*-nek.

4ab — 1 és 4a® — 1 legnagyobb kozos osztoja osztja a két szam kiilonbségét, 4a(b— a)-t is, és mivel (mindkét eredeti
szamhoz hasonléan) relativ prim 4a-hoz, oszt6ja (b — a)-nak is. Az el6bbi megjegyzés szerint tehat

dab—1|(b—a)’.

Megmutatjuk, hogy ez pozitiv egész a-ra és b-re csak a = b esetén teljesiil. Tegyiik fel ezzel szemben, hogy b # a;
legyen példaul b > a. Ekkor

L (b—a)

4ab -1

Rendezve: 0 = b — 2a(1 + 2k)b + (a® + k), azaz b gyoke az

pozitiv egész.

22 —2a(1 4 2k)z + (a®* + k) =0

masodfoki egyenletnek. Jelolje az egyenlet masik gyokét ¢; ekkor b + ¢ = 2a(1 + 2k) egész, ezért ¢ is egész, és
be = a? 4+ k > 0 miatt ¢ is pozitiv. Valamivel pontosabban:

T Aab—1 " dab—4a® 4a

(- _ (-0’ _ (-0

h—
a) =b+ a, tehat 0 < ¢ < (b+a) — b = a. Erre a c egészre (b-hez hasonléan)
a

ezért 2a(1 + 2k) < 2a (1 +

B (c—a)2
" dac—1"

azaz 4dca — 1 | (a — 0)2, és 0 < c < a Az a = Db > ¢ = ay pozitiv egész szampar tehat ugyanazt az oszthatdsagi
feltételt teljesiti, mint a b > a szdmpaér, csak éppen by < b. Az el6bbi gondolatmenet igy megismételhetd b és a helyett
bi-gyel és aj-gyel stb. Ezzel pozitiv egészek végteleniil csokkend b > b; > ... sorozatat kapjuk, ami lehetetlen. Ez az
ellentmondéas igazolja allitdsunkat, és ezzel a feladat allitasat is.

6. Legyen n pozitiv egész. Tekintsik a hdromdimenzids tér (n + 1)3 — 1 pontjabol dllo aldbbi halmazt:
S = {(ﬂc,y,z): z,y,z€{0,1,....,n}, c4+y+z> 0}.

Hatdrozzuk meg azon sikok szamdnak a minimumdt, amelyekre igaz az, hogy unidjuk tartalmazza az S halmaz minden
pontjdt, de nem tartalmazza a (0,0,0) pontot.

Nagy Csaba megoldasa. A feladat kérdésére a valasz: 3n. Ennyi sik valoban elegendd, példaul az x +y+ z = 1,
c+y+z=2,...,x+y+ z=3n egyenletd sikok megfelelnek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy néhény sikkal lefedtiik S-et, az origdt azonban nem. Megmutatjuk, hogy a sikok
szama legalabb 3n. Irjuk fol a sikok egyenletét ax 4 by + cz + d = 0 alakban (ahol a, b, ¢ nem mind nulla). Szorozzuk
Ossze az egyenletek bal oldalan allo kifejezéseket; egy p(z, y, z) polinomot kapunk, ami S pontjaiban nulla, az origoban
pedig nem. Igazolnunk kell, hogy p foka legaldbb 3n. Ehelyett a kovetkezd, altalanosabb allitast latjuk be:

a, b, c természetes szamok, és legyen

S(a,b,c) = {(z,y,2) |2 €{0,1,...,a}, y € {0,1,...,b},
z2€{0,1,...,c}, x+y+z>0}.



Ha az f(x,y, z) polinom S(a,b, c) pontjaiban nulla, a (0,0,0) pontban pedig nem, akkor a foka legalabb a 4+ b + c.

A bizonyitast az (a + b+ c¢)-re vonatkozo indukcioval végezziik. Ha a + b+ ¢ = 1, akkor a polinom legalabb elstfoku
(azaz nem konstans), hiszen felvesz két kiilonboz6 értéket. Ha a + b + ¢ > 1, akkor tekintsiink egy, a feltételeknek
megfelel f polinomot, a fokat jelolje t. Az a, b, ¢ szamok kozott 1étezik pozitiv, legyen ez példaul a. Képezzik a
g(x,y,2) = f(x + 1,y,2) — f(x,y,2) polinomot. A g polinom foka nyilvan legfeljebb t; viszont f(z + 1,y, z)-ben
és f(z,y, z)-ben ugyanazok a megfelels t-edfoka tagok egyiitthatoi, igy ezek kiejtik egymast g-ben. A g foka ezért
legfeljebb ¢ — 1. A g polinom az S(a — 1,b,¢) halmaz pontjaiban nulla, az origdéban viszont nem nulla; az indukcioés
feltevés szerint tehat g foka legaldbb a — 14+ b+ ¢, amib6l t — 1 >a — 1+ b+ ¢, azaz t > a + b + ¢ kovetkezik.



