Szakkozépiskolak
Elsé (iskolai) fordulo

1. Egy szamtani sorozat harom egymaést kovetd tagjdhoz rendre 3-at, 1-et, 3-at adva egy mértani sorozat egymast
kovets tagjait kapjuk, amelyek Osszege 13.
Hatéarozza meg a szamtani sorozat elss tagjat és kiilonbségét (differenciajat)!

2. Oldja meg az
(2% +62)° — 36 = (z +3)° +27
egyenletet a pozitiv valds szamok halmazan!

3. Az ABC héromszog oldalaira AB > BC > AC teljesiil. A C' csicsbdl indulé magassag T talppontja negyedeli
az AB oldalt. Az AB oldal F felez6pontjanak a BC' oldaltol mért tavolsaga az AB oldal hosszanak negyede.
Mekkorak a haromszog szogei?

4. A Kovacs hazasparhoz a Szab6 és a Pék hazaspar vendégségbe érkezik. Vacsorahoz — mind a hatan — egy kerek
asztal koré iltek.

Mennyi a valészintisége annak, hogy sem hazaspar, sem két né nem keriilt egymas mellé?

(Két iilésrendet akkor tekintiink kiilonbozének, ha legalabb egy embernek legalabb az egyik szomszédja masik
szemeély.)

5. Harom egymast kovets egész szam harmadik hatvanyanak az 6sszege milyen feltétel teljesiilése esetén oszthato
18-cal?

Bizonyitsuk be, hogy a keresett feltétel esetén a fenti Osszeg 36-tal is oszthato!

6. Frédi és Béni jo baratok. Rendszeresen egyiitt futnak, illetve gyalogolnak. Egy alkalommal az A és B telepiilések
kozotti tavot agy teszik meg, hogy egyszerre indulva Frédi a tav elsé felében fut, a masik felében gyalogol, Béni pedig
a mozgasidejének a felében fut és a méasik felében gyalogol. Annyira Gsszeszoktak mar, hogy mind a futasi, mind a

gyalogos sebességiik azonos a masikéval.
Ki ér elsbb A-bol B-be? (A futéas sebesség nem kisebb a gyaloglas sebességénél.)

Masodik fordulo

1. Hatarozzuk meg az m valos szam értékét agy, hogy az

% — 8z +20 <0
ma? 4+ 2(m+ 1)z + 9m + 4

egyenlGtlenség minden valds z-re teljesiiljon!

2. Oldja meg a valds szamokbol &ll6 szampérok halmazan a kovetkezs egyenletet:

522 + 2xy + 2y% — 120 — 6y + 9 = 0.

3. Hany téglalap lathato a rajzon? (A téglalapok oldalai csak megrajzolt szakaszok lehetnek.)

4. Legyenek egy haromszog oldalai a, b, ¢ és a bels6 szogfelez6knek a haromszog belsejébe es§ darabjai z, y, z

hosszisagaak. Bizonyitsa be, hogy
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5. Milyen pozitiv p, g, r primszamokra teljesiil, hogy

(T=p)-Bqg+r)+p-q-r=07



Harmadik (d6nt6) forduld

1. Legyenek az x2 — (a + d) -  + ad — be = 0 egyenlet gyokei az x; és x5 valés szamok!
Bizonyitsa be, hogy ekkor az 3 — (a® + d° 4 3abc + 3bed) -y + (ad — bc)3 = 0 egyenlet gyokei az y; = x5 és yo = 3!

2. Egy tengelyesen szimmetrikus trapéz parhuzamos oldalai AB és CD. A DC'; CB és BD szakaszok hosszai ebben
a sorrendben egy novekvs szamtani sorozat harom egymast kovets tagjai. Az AD; AB és AC' szakaszok hosszai ebben
a sorrendben szintén egy névekvs szamtani sorozat harom egymast kdvets tagjai.

Hatarozza meg a trapéz oldalai hosszénak aranyat!

3. Anna dobokockajanak 4 lapja fehér, 2 lapja fekete, Bori dobokockdjanak minden lapja fehér.
a) Bori be akarja festeni a kockaja néhany lapjat feketére ugy, hogy ha a festés utan egyszerre dobnak a kockaikkal,

akkor az azonos szin dobasanak valoszintisége 8 legyen. Hany lapot fessen be Bori?

1
b) Mutassa meg, hogy Bori nem tudja tgy festeni a kockajat, hogy az azonos szin dobasénak valészintsége 1 legyen!

¢) A Bori altal feketére festett lapok szamahoz rendeljiik hozza az azonos szin dobasanak valoszintségét! Adja meg
ennek a fliggvénynek az értékkészletét!

II. kategéria: Altalanos matematika tantervi gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Melyek azok a pozitiv egészek, amelyeknek pontosan négy pozitiv osztojuk van és ezek Gsszege 847
2. Az a val6s paraméterrel adott az alabbi egyenlet, jelolje az egyenlet valos gyokeit x1 és za:
222 —3(a+2)x+9a+1=0.

(a) Hatarozzuk meg a értékét ugy, hogy az a2 + x5 kifejezés értéke minimalis legyen.
b) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan valds a érték, amely esetén x1 és xo is egész szam.
y , ogy Yy ) Yy g
(c) Keressiik meg az a paraméter olyan egész értékeit, melyek esetén az egyenletnek egyik gyoke egész.

3. Legyen n egynél nagyobb egész. Egy haromszog oldalainak mérgszamai:
(47/:271,-‘1-2_271-{-1_’_271,7 b:2n-‘rl_2’!1_’_271,—17 C:3'\/§'2n_1.
Mekkora a haromszog legnagyobb szogének tangense?

4. Egy tablara felirunk négy darab egymastol kiilonb6z6 pozitiv egész szamot. ElGszor letoroliink kettot, helyettiik
felirjuk a letorolt két szam mértani kozepét. A tablan 16v6 harom szam koziil Gjra letoroliink kettot, helyettiik felirjuk
a most letorolt két szam mértani kézepét. Ezt kdvetSen a tablan levs két szam mértani kdzepe 2.

Mekkora lehetett az eredeti négy szam Gsszege?

5. A hegyesszogii ABC haromszog AC oldalanak mely P pontjara lesz a PB? 4+ PC? 6sszeg minimalis?

Masodik fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi 6sszeggel megadott N szdm nem prim:

2006
N = ( Z n") +2006%°7,  azaz N =1' 422433 + ... +20052°%° + 20062°%6 + 2006207
n=1
2. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert, ha 0 < x <27, 65 0 < y < 2m:
(1) cosx +cosy = 1,

3
(2) sinx-siny:—z.

3. Legyenek az A1 B1C és A3 BoCy azonos koriiljarasu szabéalyos haromszogek. A sik egy tetszdleges O pontjabol
mérjiik fel a kdvetkezs vektorokat:

OA=2,4,, OB=B,B,, OC=0Cy0.



Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog szabalyos.

4. Egy szabalyos 21 oldali sokszog csicsait megszamoztuk sorban a 0,1,2,3,...,20 szamokkal. Egy urnaba be-
tettiink 21 lapot, ezeken is a 0,1,2,3,...,20 szdmok voltak. Az urnaboél kihtzunk harom lapot. Mekkora annak a
valoszinisége, hogy a lapokon szerepld szamoknak megfelelg harom csiics hegyesszogi haromszoget alkot?

Harmadik (d6nt6) forduld

1. Melyek azok az (a;b;c) rendezett valds szamharmasok, amelyekre ha az a, b, ¢ barmelyikét kivonjuk a masik
kettd szorzatabol, ugy 2007-et kapunk?

2. Adott egy parabola és sikjaban a P kiils6 pontbol htuzott két érints, rajtuk az A, illetve B érintési ponttal.
A parabola az ABP héaromszoget egy X teriiletd konvex és egy Y teriiletd konkiv részre osztja. Igazoljuk, hogy az
X Y ardny nem fiigg a kiils6 P pont megvalasztasatol.

3. Egy négyzetet oldalaival parhuzamos egyenesekkel 16 egybevagd négyzetre bontunk. Ezeket a négyzeteket pirosra
vagy kékre szinezhetjiik a kovetkezd modon: egyszerre egy 2 x 2-es vagy 3 x 3-as (az oldalakkal parhuzamos) négyzet
4, illetve 9 négyzetének szineit valtoztathatjuk ellenkezére. Kezdetben mind a 16 négyzet piros.

(a) Az el6bbi lépések egymasutani alkalmazasaival elérhet6-e, hogy a felss sor balrol masodik négyzete kék, a tobbi
15 négyzet piros legyen?

(b) Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb 2'? féle szinezés lehetséges. A forgatassal és/vagy tiikrozéssel egymasba vihetd
szinezéseket is kiilonbozdknek tekintjiik.

ITI. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok

Els6 (iskolai) fordulé

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv egészre (a,b)(a,c)[b, c] osztdja abe-nek. (A szokasos modon (z,y),
illetve [z, y] az x és y legnagyobb kozos osztojat, illetve legkisebb kozos tObbszorosét jeloli.)

2. Adott N és k pozitiv egészekre megszamoltuk, hogy az N szamot hanyféleképpen lehet felirni a + b 4 ¢ alakban,
ahol 1 < a,b,c <k, és az 6sszeadandok sorrendje is szamit (a, b, ¢ is egészek). Kaphattunk-e eredményiil 2006-ot?

3. Balint 200 forintot fizet Annanak, ha a (90-b6l 5-6s) lotton a kihtzott szamok szorzatanak utolsé szamjegye
0 lesz (tizes szamrendszerben), viszont Anna fizet Bélintnak 300 forintot, ha nem ez a helyzet. Hosszabb tavon kinek
elényods ez a megallapodas?

4. Az ABC haromszoget bettizziik pozitiv koriiljaras szerint. A haromszog szogei az A, B, illetve C' cstcsnal rendre
a, B és v. A B cstucsot az A pont koriil negativ irdnyban elforgatjuk a szoggel, majd az igy kapott By pontot a B pont
koriil negativ irdnyban elforgatjuk 3 szoggel, és végiil az igy nyert B, pontot a C' pont koriil negativ irdnyban v szoggel
elforgatva a Bs pontba jutunk. Szerkessziik meg a héromszoget, ha adottak a B, Bs pontok és az ABC haromszog
beirt korének O kozéppontja.

5. Toltsiik ki a teret paronként kitérs egyenesekkel.

Masodik (donts) forduld

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely H haromszoghoz talalhato olyan e egyenes, hogy H-nak az e-re vonatkozé tiikor-
képe H teriiletének tobb, mint a 3/4 részét lefedi.

2. Jeldlje p; az i-edik primszamot, és legyen Qr = p1-p2- ... pr. (Tehat pl. Q4 = 2-3-5-7 = 210.) Igazoljuk, hogy
az 1,2,...,Qy szamok kozott pontosan Qi /2 darab olyan van, amely a py, ..., p; koziil paratlan sokkal oszthato.

3. Adottak az n és k pozitiv egészek, ahol n > k + 2. Legyenek tovabba az n elemd H halmaznak A, ..., A,, olyan
k elemt részhalmazai, hogy
(1) H minden egyelemi részhalmaza elGall néhény A; metszeteként; de
(2) az A;-k kouziil barmelyiket elhagyva (1) mar nem teljestil.
(a) Mutassuk meg, hogy m < kn.
(b) Lassuk be, hogy az A;-k alkalmas megvélasztasaval m > kn — k? elérhetd.



