KEZDOK

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanuld
kozépiskolai tanulék

Els6 (iskolai) fordulé

1. Egy porzitiv egész szamot 4-gyel osztva 3, és 9-cel osztva 5 a maradék. Mennyi a maradék, ha a szamot 36-tal
elosztjuk? (6 pont)

2. Hany olyan legfeljebb 5 jegyt, 5-tel nem oszthatd természetes szam van, amelynek minden jegye prim? (6 pont)

3. Az ABCD négyzet oldalainak hossza 30 cm. A BC oldal felez6pontja E, a C'D oldal felez6pontja F'. Szamitsa

ki a besotétitett rész teriiletét! (6 pont)
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4. Egy derékszogii haromszog oldalainak hossza: befogoi a és b, atfogdja c. Az atfogdjahoz tartozé magassag hossza
m. Igazolja, hogy: ¢ +m > a + b. (6 pont)

Masodik fordulo

1. Hany olyan négyjegyd egész szam van a tizes szamrendszerben, amelyben szerepel a 0 és az 1 szamjegy is?
(6 pont)

2. Melyek azok a nem negativ x, y, és z egész szdmok, melyekre teljesiil, hogy:

(z+y+2°+@+y—2)7°+ (@ —y+2)° =40. (6 pont)

3. Egy szabalyos 0tszog keriilete 10 egység. Jelolje AT az egyik szimmetriatengelyének az 6tszogbe esé szakaszat,
h az AT, R a koré irt és r a beleirt kor sugaranak hosszat! Igazolja, hogy:

% =R-—nr. (8 pont)

4. Egy kiralyi palota alaprajza lathaté az alabbi abran. Tiz évvel ezel6tt az abran feltiintetett ajtok egyikét
befalaztak, ezt a valtoztatast tehat az dbra nem tiikrdzi. Harom éve a kirdly minden reggel bemegy a palotaba a
nyillal megjelolt bejaraton, majd agy sétal a termek kdzott, hogy minden ajtéon pontosan egyszer menjen keresztiil.
Végiil leiil a tronteremben és fogadja latogatoit.
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a) Melyik ajtot falaztak be?
b) Melyik terem a tronterem? (10 pont)

5. Az ABCD konvex négyszoget AC atlojaval felbontjuk két haromszogre. Bizonyitsa be, hogy ha az igy keletkezett
ABC' és ADC haromszogek beirt korei érintik egymast, akkor az ABD és BC'D haromszogek beirt korei is érintik
egymast. (10 pont)



Harmadik (d6nt6) forduld

1. Egy haromszog oldalai cm-ben mérve egész szamok. Egyik oldala 2007 cm, a mésik ketts legfeljebb ekkora. Hany
ilyen haromszog van?

2. Egy négyzetracsot 11 vizszintes és 11 fiiggsleges vonal hatdroz meg. A vonalak metszéspontjai koziil kijeloliink 20
pontot és barmelyik kett6t szakasszal kotiink 6ssze. Mutassa meg, hogy e szakaszok kézott van négy azonos hosszusagu!

3. Legyen A := 2'0(y® — 2°) + y'%(2° — 2°) + 2'°(2° — ). Igazolja, hogy ha , y és z 11-gyel nem oszthat6 pozitiv
egész szamok, akkor |A| oszthatd 11-gyel!

I1. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanuld
(nem specialis tantervii) kézépiskolai tanulék

Els6 (iskolai) fordulé

Megegyezik az 1. kategoria els6 fordulos feladatsoraval.

Masodik fordulo

Megegyezik az 1. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Harmadik (d6nt6) forduld

1. Abrazolja azoknak a P(x;y) pontoknak a halmazat a sikon, amelyekre: |y| < 2 — 22 és || < 2 — ¢? is teljesiil!
Igazolja, hogy e ponthalmaz teriilete tobb, mint 9 teriiletegység!

2. Egy négyzetracsot 11 vizszintes és 11 fiiggsleges vonal hatdroz meg. A vonalak metszéspontjai koziil kijeloliink 20
pontot és barmelyik kett6t szakasszal kotiink 6ssze. Mutassa meg, hogy e szakaszok kézott van négy azonos hosszusagu!

3. Egy sikbeli zart toréttvonal hossza 1 egység. Igazolja, hogy a torottvonal altal hatarolt tartomany lefedhets egy

1 egység sugari korrel!

ITI. kategoria: Specialis tantervi osztialyokban tanul6k

Elsé (iskolai) fordulé

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Masodik (donts) fordulo

1. Jeloljiik G(z)-szel egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész = szam szamjegyeinek Osszegét! Hany olyan
1 < x <2007 pozitiv egész szam van, melyhez létezik olyan y > x pozitiv egész szam, hogy = + G(z) =y + G(y)?

2. Definidljuk az a, (n > 0) sorozatot a kovetkezSképpen: ag := 0, a1 := 1 és n > 2-re a,, := 6ap—1 — Gp—2-
Bizonyitsa be, hogy
(3-2-v2)" anp1—(3-2-v2)" a, =1

minden n > 0-ra!

3. Adott egy egységnyi teriileti szabalyos haromszog belsejében két pont gy, hogy ez a két pont és a haromszog
harom cstcsa egyiitt 5 olyan pontot ad, amelyek koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre. Tekintsiik azokat a
haromszogeket, amelyek csticsai az emlitett 5 pont koziil valok és jeloljiik ezen haromszogek teriiletei koziil a legkisebbet
tmin-nell Mennyi ¢,,;, lehetséges maximalis értéke, és a két belsé pont mely elhelyezkedése mellett érhetd ez el?



HALADOK
I. kategoéria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé
kozépiskolai tanulék

Els6 (iskolai) fordulé

1. Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egyszer jatszik. Ha a résztvevsk csak feleannyian lennének, akkor az
eredetileg lejatszando jatszmak 24%-4ra keriilne csak sor. Hany versenyzé indult eredetileg a versenyen?

2. Az ABCD téglalap BC és C'D oldalanak a C cstucshoz kozelebbi harmadolépontjai P, illetve Q. Az AP és AQ
szakasszal harom olyan részre osztottuk a téglalapot, amelyek koziil kettének megegyezik a keriilete. Mekkora lehet
ekkor a téglalap szomszédos oldalainak aranya?

3. Az abran lathato szabélyos hatszog ED és DC oldalainak M, illetve N a felez6pontja. Milyen aranyban osztjak
az F'C atlot a T és S pontok?

4. Egy kocka minden csticsat két természetes szdmmal jeloltiik meg, amelyek koziil egyet egy bettivel eltakartunk.
Igy az egyik szam lathato, a masik nem. Barmely cstcsndl 1év6 lathatoé szam a csticesal élszomszédos harom, bettivel
takart szam atlaga. Milyen szamokat rejtenek a bettik?

He

7a9h

8c

5. Egy gazda madarijeszt6 helyett hangagyukkal probalja tavol tartani a madarakat f6ldjétél. A hangagytun beal-
lithato (egész mésodpercekben) egy ¢ riasztéasi id6, és minden ¢ masodperc elteltével dordiil egy nagyot. A ¢ id6 60 és
90 masodperc kozé esik.

A gazda kiilénboz6 idére allitotta be két hangagyajat, hogy véletlenszeriinek tlinjon a dordiilések ritmusa. Az els6
agyu délelstt 9 el6tt 4 masodpercceel szolalt meg, a mésik pedig pontosan kilenckor. Késébb 10 6ra utan 4 masodperccel
és 10 6ra utan 8 masodperccel is hallatszott egy-egy dordiilés. Még késébb, valamikor 10 éra 10 perc és 10 6ra 20 perc
kozott a két eszkdz pontosan egyszerre riasztott.

Hatarozzuk meg masodpercre pontosan, mikor dordiiltek el egyszerre a hangagytk 10 6ra 10 perc és 10 6ra 20 perc
kozott!

Masodik fordulo

7
1. Mennyi lesz a ((( . (77)7)7)7 . ) kifejezés utolso jegye, ha 2006-szor végeztiik el a 7. hatvanyra emelést?
2. Adjuk meg azokat a termeészetes szamokbol &ll6 (x;y) szamparokat, melyre teljesiil, hogy

222 + % = 2xy + 2x + 84.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglalap atloi altal bezart kisebbik szog 30°, akkor a téglalap belss szogfelez6i altal
kozrefogott négyszog teriilete megegyezik a téglalap teriiletével.



4. A Tour de Hongrie kerékparos korverseny tavja 777 km. A szervezok, hogy megkonnyitsék a versenyzok dolgat,
valamennyi résztvevének egy olyan kijelz&6t adtak, amelyen kilométerenként felvillan a mar megtett és a még hatralévs
tavolsag. Azaz az indulas pillanataban (000;777), a célba érkezéskor (777;000), kozben példaul (097;680) lathato a
kijelzén.

Hany esetben fordul eld, hogy a kijelzén felvillan6 szamsorban pontosan kétféle szamjegy talalhato?

Harmadik (d6nt6) forduld

1. Bizonyitsuk be, hogy 1111-t6l 2007-ig barmely egész szam osztoja az alabbi dsszegnek:

1- 2- 3-...-806 +
+ 2- 3- 4. ... -897 +
+ 3- 4. 5. ... -898 +
+ ...
+ 1111- 1112- 1113 - - 2006

2. Az R sugart AB atmérgji kort beliilrél érinti az r sugara k kor az A pontban (R > r). Az R sugartu kor BC
htrja az E pontban érinti a k kort. Ha a BE és C'E szakasz mértani kézepe megegyezik a két kor sugaranak mértani
kozepével, akkor mekkora az r : R ardny értéke?

3. A Matematikai Kaszinéban a kovetkezd jatékot jatszhatjuk: 1-t6l 10 000-ig vannak szamok egy urnaban, ezek
koziil véletlenszerten kihiznak egyet. Ha szép szam jott ki, kapunk n forintot, ha nem, be kell fizetniink 1 forintot.
A Kaszinoban szépnek nevezik azokat az a egész szamokat, amelyek oszthatok negyedik gyokiik egészrészével, tehat
[¥a] .

(a) Hany szép szam van 1-t61 10 000-ig?

(b) Melyik az a legkisebb egész n, amire érdemes jatszani?

I1. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanuld
(nem specidlis tantervi) kézépiskolai tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

1. Melyik az a legnagyobb kettShatvany, amivel a 2209 + 102995 oszthat6?

2. Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszam szamu pontot jeldltiink meg. A megjeldlt pontok — mint csiicsok
— altal meghatarozott 6sszes négyszog szama kétszerese a megjelolt pontok altal meghatarozott haromszogek szamanak.
Hany pontot jeloltiink meg az egyeneseken?

3. Egy kocka minden csiicsat két természetes szdmmal jeldltiik meg, amelyek koziil egyet egy betiivel eltakartunk.
Igy az egyik szam lathato, a masik nem. Barmely csicsnal 1évs lathato szam a csticcsal élszomszédos harom, betiivel
takart szam atlaga. Milyen szamokat rejtenek a bettik?

He

7a9h

8c

4. A ky és ko korok kiviilrsl érintik egymast. Az érintési ponton atmend egyenes ki-et a Pp, ko-t a P» pontban
metszi masodszor. Megrajzoltuk a Pj-en és P>-n athaladd, ki-et érint6 kort. Bizonyitsuk be, hogy ennek a kornek a
sugara a ki és ko korok sugaranak osszegével egyenld!

5. A Fiatal Matematikusok Konferencidjara 99 didk kapott meghivast. A résztvev6k magyar, angol, német, olasz,
francia, gorog és torok nemzetiségiiek voltak. A szervezsk észrevették, hogy nincs 8 kiilénb6z6 kord, azonos nemzetiségii
résztvevs. Bizonyitsuk be, hogy van két azonos kord, nemt és nemzetiségi résztvevs a konferencian!



Masodik fordulo

1. Hatarozza meg a kovetkez kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét a valds szamok halmazan:

B z+1
S 41

2. Tekintsiik az N = 12 + 2% 4 3% + 45 + ... 4 20062°°7 5sszeget!
a) Bizonyitsuk be, hogy N nem négyzetszam.
b) Igazoljuk, hogy N + 4 nem primszam.

3. Az AB alapu ABC egyenl$ szara haromszog A csicsbol induld silyvonalat harmadolja a B csicsbol indulo
magassag. Mekkora szoghen latszik a haromszog S silypontjabol az AB alap?

4. A Tour de Hongrie kerékparos korverseny tavja 777 km. A szervezsk, hogy megkonnyitsék a versenyzok dolgat,
valamennyi résztvevének egy olyan kijelz6t adtak, amelyen kilométerenként felvillan a mar megtett és a még hatralévs
tavolsag. Tehat az indulas pillanataban (000;777), a célba érkezéskor (777;000), kdzben példaul (097;680) lathato a
kijelzén.

Hany esetben fordul eld, hogy a kijelzén felvillané szamsorban nincs két egyforma szamjegy?

Harmadik (d6nt&) fordulo

1. Legyen a az x° + pxr 4+ q = 0 egyenlet egyik valos gyoke, 8 pedig az 2> — px — ¢ = 0 egyik valos gydke, ahol
p,q € R és ¢ # 0. Bizonyitsuk be, hogy az x> — 2px — 2¢ = 0 egyenletnek van « és 3 kizé es6 valos gyoke!

2. Rajzoljuk meg azokat a koroket, amelyek d&tmennek egy tetsz6leges haromszog egyik csticsan és a csticsbol induld
oldalak csticshoz kozelebbi harmadolépontjain! Bizonyitsuk be, hogy van olyan kor, amelynek sugara a megrajzolt korok
sugaranak szamtani kézepe, és mindharom kort érinti.

3. Tekintsiik a szabélyos n-szog cstcsai altal meghatarozott Osszes haromszoget! Mekkora lehet n értéke, ha a
haromszogek kozott pontosan ugyanannyi tompaszogd van, mint hegyesszogi?

II1. kategoria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

1. Melyek azok az x valds szdmok, amelyekre igaz, hogy

8
vVe+6—+vzr—2

<6—-+vzx+17

2. Az ABC haromszog BM és CN sulyvonaldnak metszéspontja S, és tudjuk, hogy AMSN érinténégyszog.
Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog egyenld szari!

3. Egy egységnyi éli kocka alaplapja az ABCD négyzet. A kocka Ay, By, C1, D1 csicsaira teljesiil, hogy AAq,
BB, CCy és DD parhuzamosak. Az AC; testatlo két harmadolépontja P és Q. A D1 P és a D1Q egyenes az ABC'D
lap sikjat a K, illetve az E pontban metszi. Hatarozzuk meg az AK és az AFE szakaszok hosszat!

4. Tekintsiik azokat a pozitiv egész szamokat, amelyekre igaz, hogy szamjegyeik Osszege és szorzata is 92097,
Igazoljuk, hogy egyetlen megfelel§ szam szamjegyeinek szdma sem lehet négyzetszam.

5. Egy kor keriiletét 10 darab piros és 12 darab kék pont ivekre bont. Ezekre az ivekre szdmokat irunk a kovetkezs
1
modon: két piros pont kozotti ivre 2-t, két kék pont kozotti ivre —-et, egy piros és egy kék kozti ivre 1-et.
Mennyi lehet ezeknek a szamoknak a szorzata a piros és kék pontok kiilonbozs elrendezése esetén?

Masodik (donts) fordulo



2 2 2 2
1. Jeldlje a,, a " , " , " ey " szamok legnagyobb k6z6s osztdjat!
1 3 ) 2n —1

Mennyit ér az {a1,as2,as, ..., a7} halmaz legnagyobb eleme?

2. Tekintsiik azokat a haromszogeket, amelyeknek oldalai n — 1, n, n + 1, ahol n 2-nél nagyobb egész szam! Ha ¢,

jeloli az egyes haromszogek teriiletét, akkor bizonyitsuk be, hogy a {t,} sorozat barmely tagjanak végtelen sok egész
szamu tobbszorose is tagja a sorozatnak.

3. Az ABC hegyesszogl haromszog silypontja S, az AB és AC oldalak felez6pontja X és Y. Tudjuk, hogy az
AXY és BCS haromszogek koréirt kore érinti egymast. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog magassagpontjat és
koréirt korének kézéppontjat 6sszekots szakasz merdleges az A-bol indulod silyvonalral



