A négyzetszamok reciprokosszege

Korabbi cikkemben ([4], 4. példa) mar emlitettem a kovetkezs végtelen sort, amely Leibnizt 1673-ban mintegy

elvezette az analizis alaptételéhez:
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—t— 4.+ —+...=1

1~2+2~3+ +n(n—|—1)+
Valéjaban sokkal elegdnsabb a kovetkezd rokon sor, amelynek dsszegét tobb zseni sok évi kiizdelme utan Euler hatarozta
meg ([2], [3]).

7. tétel (Euler, 1735). A négyzetszdmok reciprokisszege:
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Mindenekel6tt utalunk az algebra alaptételére: egy valos egyiitthatos n-edfoka polinomnak pontosan n valos vagy
komplex gyoke van, ha k-szorosnak neveziink egy olyan a gyokot, amelyre

fla)=f(a)=...= f*V(a) =0,
Most pedig egy segédtételt mondunk ki és bizonyitunk be, amely specialis esetben (a masodfoku egyenletre) ko-
zépiskolai tananyag.

1. segédtétel. Tekintsik a
Pn(2) = apa"™ +an_ 12"+ ..+ a1z +ag

n-edfoki polinomot, a, # 0 és jelolje x1,...,x, a polinom n gyokét. Ekkor
Gp—1
1 +x0+...+2x, =— P

Bizonyitas. Irjuk fol a polinomot gySktényezss alakba:
Pn(x) = an(z —x1)(x —22) ... (x — 2Y)
és vegyiik a jobb oldalon az 2"~ ! tagok egyiitthatéinak az Gsszegét:
an(—x1 — T2 — ... — Tp),

s ez megegyezik az a,_; egyitthatoval. [

A 7. tétel heurisztikus bizonyitasa. 1) Legyen az n-edfoka
a+ax+...+a,z" =0
egyenletnek n kiilonbo6z6 gyoke: g, ..., a,. Ekkor a gyokok és egyiitthatok kozti Gsszefiiggések alapjan
ap—1=—ap(ar + ...+ ay).

Ha egyik gyok sem nulla (azaz ag # 0), akkor a gyokok reciprokai éppen az apz™ + a1z™ ' + ... + ap_12 + an
egyenlet gyokei, amelyekre az el6z6hoz teljesen hasonlé médon a kdvetkezs Osszefiiggés irhatd fol:

1 1
a=—a| —+...+—|.
a1 Qp

Irjunk z helyére 2%-et. Belathato, hogy a 2n-edfoka
bo —biz? + ...+ (—=1)"bpz® =0

egyenletnek 2n darab gyoke n ellentett part képez: +61,...,+8,. Ekkor a reciprok-négyzetosszegre:

1 1 1
bliibo B? +‘Bg‘+...+-55

2) Euler a sinx = 0, azaz a 3. példabeli Taylor-sorra attérve, az
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,végtelen fokd” egyenletet vizsgalta, amelynek gyokei {kn}o- . Elosztva az egyenletet x-szel, megszabadult az z = 0
g gy g y gy k=—o0 gy g

gyoktdl, az

z? ozt

1—§+§—...+...:0

végtelen foka” egyenletet kapta, melynek gydkei {+km},~,. Az 1) pont ,alapjan”, by = 1, by = 1/6, tehat

. ]

Innen mar atszorzassal adodik a tétel. O

Mi a hiba a bizonyitassal? a) Nincs garancia arra, hogy ,végtelen fok” polinomra is érvényes a gyokok és egyiitt-
hatok kozti sszefiiggés. b) Nem tudjuk, nincsenek-e egyéb, komplex gyokei a hatvanysorként felfogott sin z-nek.

Euler és tarsai tobbszor is visszatértek a feladatra, és hosszas kiizdelem utan végiil sikeriilt megnyugtato bizonyitast
talalniuk. De a heurisztikus megoldas addig is tamaszt jelentett a kutatoknak. A bizonytalansag évtizedei alatt is
sikeriilt Eulernak kozelebb jutnia az igazsaghoz. Példaul a 4. tételben mar talalkoztunk a Gregory—Leibniz-sorral.
Heurisztikus moédszerével Euler levezette ezt az Gsszefliggést is, ezattal az 1 —sinx = 0 egyenlet gyokeit és egyiitthatoit
vizsgalta. S6t, nem kimélve erejét, numerikusan is sok tizedesjegy pontossaggal tobbféleképp meghatarozta a sor
értékét, hogy ellendrizze ingatag bizonyitdsat. Az eredmény jonak bizonyult. Itt csak az elemi modszert vazoljuk, de
Euler és Maclaurin egy bonyolultabb és kényesebb moédszert is kidolgozott.

Tegyiik fol, hogy a sor els6 n tagjanak osszegét pontosan (kézzel vagy szamologéppel) meghataroztuk, és a mara-
deékot becsiiljiik feliil az 1/x? fiiggvény [n, oo] kozti integraljaval, amelynek értéke 1/n. Belathato, hogy

1
Sp <8< 8y, + —, n=12,....
n

Természetesen ha elég éles also és felss becslést akarunk kapni, akkor a képletet minél nagyobb n-re érdemes alkalmazni.
Persze, akkor tobbet kell szamolni. Ugyanakkor n = 1-re 1 < s < 2 adédik, ami numerikusan nagyon durva kézelités.

A 4. tablazat mutatja a GWBASIC program egyszeres és kétszeres pontossagu also (S, illetve T),) és fels6 (S, +1/n,
illetve T}, + 1/n) becslést, n = 10* — 1 esetén.

Sh T, Sp+1/n | T,+1/n
1,53977 | 1,53977 | 1,65088 1,65088
1,63488 | 1,63488 1,64499 1,64499
1,64393 | 1,64393 | 1,64493 1,64493
1,64473 | 1,64483 | 1,64483 1,64493
1,64473 | 1,64492 | 1,64474 | 1,64493
6 | 1,64473 | 1,64493 1,64473 1,64493

4. tdbldzat. Also és fels6 becslések ¢(2)-re: n = 10F — 1

U W N =

Figyeljilk meg, hogy az egyszeres pontossagti szamolas mar az n = 10%-nél cserben hagy benniinket, és ezen
a korrekcié sem segit: az egyszeres pontossagi felsé becslés 10~ %-nel kisebb a helyes értéknél. Ugyanez a becslés
n = 10-nal még nemcsak, hogy megbizhato, de véletleniil pontos is volt: 1,64493.

A 7. tétel elss latasra talzottan specilis, és szinte érthetetlen, hogyan lett az eredmény felfedezGje egy csapéasra
vilaghires. A latszat azonban csal. Euler kezében ez a tétel is varazspalcava valtozott. Az tn. zéta-fiiggvény [1],

1 1
=14+ —4+...+—+...
C(s) top Tt ot
segitségével teljesen j modszereket vezetett be a szdmelmeéletbe, és e fiiggvény segitségével a német Bernhard Riemann
(1824-1866) pontos becsléseket adott a primszamok eloszlasara. A mai napig a matematika egyik legfontosabb sejtése
a becslésben alkalmazott Riemann-sejtés. Aki bizonyithatéan megoldja a sejtést, az egy amerikai maganalapitvanytol
1 millié amerikai dollart kap jutalmul. Képzelhetik, milyen nehéz lehet a probléma.

A Fourier-sorok

A rezg6 hur (parcialis differencial)egyenletével kapcsolatban 1750-1770 kozott négy matematikai oOrids, a mér
emlitett Euler mellett a szintén svajci Daniel Bernoulli (1700-1782), a francia Jean d’Alembert (1707-1783) és az
olasz—francia Louis-Joseph Lagrange (1736—1813) is vitatkozott azon, hogy elGallithat6-e minden folytonos fliggvény



trigonometrikus sorokkal. Képletben: minden, a [0; 27] szakaszon értelmezett folytonos f fliggvényhez talalhato-e olyan
(ak, br) egylitthato-sorozat, hogy

f(z) =ao+ (a1cosz +bysinz) + ...+ (ay cosnz + by sinnz) + ... .

A {6 gondot az okozta, hogy nem tudtak pontosan, hogy mit is jelent a folytonos fiiggvény. Jean d’Alembert hatvany-
sorral leirhat6 fiiggvényekre gondolt, Euler barmilyen folytonos gorbére.

Evtizedekkel késobb egy francia fizikus, Joseph Fourier (1768-1830) visszatért a kérdésre a hévezetéssel kapcso-
latban. Két forradalmi ajitasat emeljiik ki: a) az (ag, bg) egylitthatok meghatarozasahoz az f fiiggvénynek nem kell
sokszorosan differencidlhatonak lennie (mint a hatvanysoroknal); b) két fiiggvény megegyezhet a [0; 27] intervallumon,
és kiilonbozhet azon kiviil (nem ugy, mint a hatvanysorok). Az elhtiz6d6 publikalas el6tt Fourier cikke méar kéziratban
is jelentds hatast fejtett ki. Ujabb vitak utan (az egykori ,kamasz” Lagrange még élt és 77 évesen még mindig hevesen
vitatkozott) Fourier végiil gy6zelemre vitte a trigonometrikus sorokat. Elvezetes leirast ad a kérdés torténetérsl Simonyi
Karoly: A fizika kultdrtorténete [5] és Székefalvi-Nagy Béla: Valds figgvények és fiigguénysorok [6] cimi konyvében.

Mai szemmel nézve az alapgondolat egyszert. ,JJol viselkeds” fiiggvények Fourier-egyiitthatoit ugyaniagy szamitjuk
ki, mint a kozonséges sikban egy vektor koordinatait, a skalarszorzat segitségével. Lassuk elGszor az utodbbiakat: legyen
v = vje; + vaeq egy sikvektor, ahol vy, vy a két koordinata és e, e a két egymasra meréleges egységvektor, Un.
ortonormalt bazis. Ugyancsak legyen u = uje; 4+ uges. Ekkor a két vektor skalarszorzatat a kovetkezéképp definialjuk:
uv = uv1 + usve. Specidlisan: ve; = vieje; + vaeseq, és eje; = 1, ese; = 0 miatt ve; = vy. Tehat a v; koordinata a
v vektor és az e; egységvektor skalarszorzata.

A [0; 27] intervallumon négyzetesen integralhato fiiggvények terében két fliiggvény hajlasszogét, pontosabban annak
koszinuszat célszerd a kovetkezképp definialni. Vegyiik a szorzatfiiggvény integraljat (ezt nevezziik a két fliggvény
skalarszorzatanak), és osszuk el a négyzetfiiggvények integral-négyzetgyokének a szorzataval:

2w fg
cos (f,9) = ——=—e.
2 f2 2#92

\/ 0 0

Ezen definicié szerint a (coskx) és a (sin kz) fliggvények ortogonalis bazist alkotnak e térben, azaz a fenti példa-
hoz hasonléan minden fiiggvény felirhaté e béaziselemek (véges vagy végtelen) linearis kombinécidjaként. Itt csak a
merGlegességre utalunk: a nevezetes szogfiiggvényképlet alkalmazasaval adodik

2 2
2/ cosk;vsinl:td:t:/ [sin(l+k)z —sin(l — k)z] dz =0—-0=0.
0 0

4. feladat. Igazoljuk, hogy a) k # [ esetén

27 2w
2/ coskxcoslrdr =0 = 2/ sin kz sin lx dz,
0 0

27 1 27
/ cos kxdr = = = / sin® kz dz.
0 2 0

valamint b)

Innen mar adodik a

8. tétel (Euler, kb. 1760). Egy fiigguény Fourier-egyiitthatdi formdlisan a kovetkezéképpen szdamithatdk ki:

1 1 27 1 27 .
ag = —, ap=— (x) coskxdr, by=— (x)sinkxdr, k=1,2,....
2m T Jo T Jo

Bizonyitas. Szorozzuk be az f fliggvény formélisan értelmezett Fourier-sorat tagonként cosma-szel és a szor-
zatot integraljuk a [0;27] intervallumon. Az ortogonalitids miatt minden tag kiesik, kivéve a cosma-et, amelynek a
négyzetintegralja m, ha m > 0 és 27, ha m = 0. Ugyanigy kiszdmithaté a sin mz egyiitthatoja is. [

A kovetkezo fontos példat az egy pontban lassan konvergald Fourier-sorra a norvég Niels Abel (1802-1829) talalta.
9. tétel (Abel, 1826). A [0; 27| szakaszon definidlt f(x) = (7w —x)/2 figgvény Fourier-egyiitthatdi ap = 0, by, = 1/k.
Valoban, parcidlis integraldssal beldthato, hogy
T™—x = sinkx
2 kz k-

=1




Figyeljiik meg, hogy ez a Fourier-sor nemcsak a [0; 27| szakaszon van értelmezve, hanem az egész (—oo, 00) inter-
vallumon, természetesen 27 szerint periodikus. Definialjuk most az f(z) fliggvényt is 27 szerint periodikusnak:

fx +27) = f(a).

Ekkor viszont az x = 2km pontokban a fenti f fiiggvénynek szakadéasa van. Ahhoz, hogy a képlet a szakadési pontokban
is értelmes maradjon, a bal és a jobb oldali hatarérték szamtani kézepét vehetjiik:

J(ok) = f(2kn —0) ; f(2km +0)

5. feladat. Szamitogép segitségével hatarozzuk meg a 9. tételben szerepld Fourier-kozelités értékét az 1 = 7—0,5,
x9 =7 — 0,05 és z3 = m — 0,005 helyen n = 10, 100, 1 000, 10 000 tagszamra. Vizsgaljuk meg a konvergenciasebességet.

Megemlitjiik a Pitagorasz-tétel Fourier-sorokra torténd altalanositasat.

10. tétel (Parseval-tétel, 1799). Ha f egy négyzetesen integrdlhats figguény, akkor a Fourier-egyitthatdkra igaz a

kovetkezd:

1 27‘( o0
= f(@)* dw =205+ (af +b}).

s
k=1

Bizonyitas. Irjuk fol a fiiggvény Fourier-soranak négyzetét kifejtve, integraljuk a kettés Osszeget tagonkeént, és
vegylik figyelembe az ortogonalitast. O

Végiil visszatériink Euler nevezetes feladatahoz.

4. példa. Alkalmazva a Parseval-tételt a 10. tételre, igazolhato a 7. tétel. Valoban,

3 =1

Kovetkeztetések

A torténetet befejeztiik. A torténet elmondasa kézben megismerkedtiink a szam-, a hatvany- és a trigonometrikus
sorokkal. Segitségilikkel egyrészt néhany transzcendens fliggvény helyettesitési értékét tablazat nélkiil kiszamoltunk,
mésrészt végtelen sorokat zart alakban elallitottunk. Lattuk, hogy az éles matematikai eszkdzok hatékony alkalma-
zésdhoz ligyességre van sziikség.

A konkrét eredmények mellett legalabb olyan fontosnak tartom az elvont mondanival6t. A matematika 1670-1830
kozti sikerének a kulcsa éppen az Okori gorogok altal létrehozott szabatossag aldl vald felszabadulas volt. Csak az
ingatag talajon valo elérehaladas soran deriiltek ki a nehézségek, és valt lehet6vé az analizis szilard megalapozasa. Ez
azonban méar nem kozépiskolas anyag.

Az oktatasban szokasos deduktiv uttal szemben, a matematika valosagos torténeti fejlédése gyakran induktiv utat
kovetett. Korabbi példainkra utalva, Gregory, Newton és Leibniz nem az altalanos Taylor-formulaboél vezették le a
specialis fliggvények hatvanysorat, hanem megforditva, kell6 szamu konkrét hatvanysor meghatarozasa utan raéreztek
az altalanos tételre. Hasonléan, nem a Parseval-tétel és a Fourier-sor segitségével hatarozta meg Euler a ((2) = 72 /6
értéket, hanem forditva: a konkrét feladat megoldasa nyoméan vetGdtek fel az altaldnos fogalmak és tételek.

Lakatos Imre, vilaghird tudomanytorténész gondolatmenetével zarom e cikket: tobb évtizedig tartott, amig a sza-
batos konvergenciafogalom utat tort maganak a matematikiban. S miutan nagy nehezen bevezették e fogalmat, még
sokaig késlekedtek a kovetkezetes alkalmazasokkal. Hamis tehat az a bedllitas, hogy a matematikai eredmények régton
definici6—tétel-bizonyitas szerkezettel sziilettek meg, mint ahogyan a mitosz szerint Pallasz Athéné teljes fegyverzetben
ugrott ki apja, Zeusz fejébdl.

Feladatmegoldasok
4. feladat.

2w 27
a) 2/ coskxcosla:daz:/ [cos (I — k)a — cos (I — k)z| dz =0 —0 = 0.
0 0

2 2m
b) 2/ cos? kx dx = / (1 + cos 2kx) dz = 2.
0 0



n Sn(x1) | Sn(z2) | Sp(xs)
10 | 0,29180 | 0,00113 | 0,00000

100 | 0,25007 | 0,02974 | 0,00010
1000 | 0,25034 | 0,02512 | 0,00298
10 000 | 0,25002 | 0,02502 | 0,00251
Pontos | 0,25000 | 0,02500 | 0,00250

5. tabldzat. A Fourier-sor kozelitése

5. feladat.
Az els6 oszlopban gyors, a méasodikban kozepes, és a harmadikban pedig lassi a konvergencia. Az egyenletes

konvergencia hianya okozza a gondokat.
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