I. rész

1. Irjuk fel annak a kirnek az egyenletét, amelyre illeszkedik az (5;5) pont, tovdbbd az (z +2)> + (y —4)° = 10
egyenletd kort az (1;3) pontban érinti. (11 pont)

Megoldas. Az adott kor kozéppontjanak koordinatai: (—2;4). A keresett kor kézéppontja rajta van az (1;3) és a
(—2;4) pontokra illeszkedd x 4 3y = 10 egyenletii egyenesen. A keresett kor kozéppontja rajta van az (1;3) és az (5;5)
pontok altal meghatarozott hur felezémerdlegesén is, a 2z +y = 10 egyenletii egyenesen. A két egyenes metszéspontja,
vagyis a kor kézéppontjanak koordinatai: (4;2).

A kor sugaranak hosszat az (1;3) és a (4;2) pontok tavolsdgaként szamithatjuk ki: v/10.

A keresett kor egyenlete:

(x —4)° + (y — 2)* = 10.

2. A Sajo soder nevi cukorkdt dtvenesével csomagoljak. A mindségellendrzéskor megdllapitottik, hogy csak 0,9
valdszinidséggel taldlunk pontosan 50 darabot a csomagokban.

a) Mekkora az esélye annak, hogy hat csomag cukorkdt vdsdrolva mindegyik csomagban 50 darab cukorka lesz?

b) Mekkora az esélye, hogy a hat csomag kozdtt legaldbb két olyan csomag van, amelyben nem 50 darab cukorkdt
taldlunk? (12 pont)

Megoldas. a) Feltételezziik, hogy a vasarlasnal egymastol fiiggetleniil, véletlenszertien valasztottuk ki a csomago-
kat. A keresett valoszintseg: 0,9° ~ 0,531.
Vagyis 0,531 az esélye annak, hogy hat csomag cukorkit vasarolva mindegyik csomagban 50 darab cukorka lesz.

b) A keresett valoszintiség:
1-(0,9°+6-09°-0,1) ~0,114.

Vagyis 0,114 az esélye, hogy a hat csomag kozott legalabb két olyan csomag van, amelyben nem 50 darab cukorkat
talalunk.

3. Hatdrozzuk meg az AN B halmazt, ha A= {z € R|3(ctgz —tga) = 2\/5}, B={zeR||z|<2}. (14 pont)

Megoldas. Megoldjuk a 3(ctg z — tgz) = 2v/3 egyenletet. Ez 3tg? 2 + 2v/3tgz — 3 = 0 alakra rendezhets, amibol

3
tg x lehetséges értékei: \/?_ vagy —V/3. Vagyis

T = % + kim, = —g + kom, ahol ki, ko € Z.
Az |z] < 2 feltétel szerint —2 < z < 2.
Vagyis

ane={-53}

4. Hdarom kiilonbozd korkuprol tudjuk, hogy mind az alapkorik sugara, mind a kupok magassdga egy-eqy azonos
differencidju szdmtani sorozat hdrom egymdst kovetd eleme. Mutassuk meg, hogy a kupok térfogata nem lehet egy

szamtani sorozat hdrom egymdst kévetd eleme. (14 pont)

Megoldas. Az alapkorok sugarai legyenek: r — d, v, r + d, a magassagok: m — d, m, m + d. Ekkor a térfogatok:
—d)’m(m —d 2 d)? d

Vi = (r ) m(m ), Vo = r Wm, V3 = (r+d)"m(m + ) Ha Vi, Vb, V3 egy szdmtani sorozat harom egymast

kovets eleme, akkor a Vi — Vo = Vo — V5 egyenlGségnek kell teljesiilnie. Szamoljuk ki ezeket a kiilonbségeket:

2 2
Vi - Vy— (r+d) g(m+d)_rgm:g[(r+d)2(m+d)—r2m} _

- %(d?’ +r2d + 2rd? + 2rmd + md?),

2em (r —d)*m(m — ™
V2_V1:r3 _( d) 3( d)=§[7‘2m—(7“—d)2(m—d)]:

= %(d3 +r2d — 2rd?® + 2rmd — md?).

Lathato, hogy a két kiilonbség csak d = 0 esetén lehetne egyenls, de a kapok kiilonbozéek, ezért d # 0. A kupok
térfogata nem lehet egy szdmtani sorozat harom egymast kovets eleme.



II. rész

5. Eqgy derékszdgi hdromszog rovidebb befogdja 150 egység, egyik hegyesszige 15°. A hdromszdg egy belsé P pontjdt
kassiik dssze az dtfogo két végpontjdval. Ezek a szakaszok és a két befogs olyan konkdv négyszdg oldalai, melynek
hegyesszogei 12° és 72°.

a) Az dtfogé melyik végpontjdhoz van kozelebb a P pont?

b) Milyen tdvol van a hosszabbik befogétil a P pont?

¢) Mekkora a széban forgé konkdv négyszdg terilete? (16 pont)

Megoldas. Készitsiink egy vdzlatrajzot a feladat szovege alapjan.
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a) PAB< = CAB< — CAP< =
=15°—12° = 3°,
ABP< = ABC< — PBR< =
=75° —72° = 3°

(igy APB = 174°).
Mivel az ABP haromszogben két szg egyenld, igy AP = BP, vagyis a felvett bels6 pont az atfogo két végpontjatol
egyenld tavolsagra van.

b) Az ABC derékszogi haromszogben AB =
sin 3°
sin 174°’

150
sin 15°

A
. Az APB héromszogben a szinusztételt felirva: 15 -

amibdl

150 . o
- -sin 3
AP = sinls® = = 99092,
sin 174° ’

e 1 .. . oo PQ  PQ
Az APQ derékszogi haromszogben sin 12° = PA 2009

¢) Az ABC haromszog teriiletébdl vonjuk le az AP B haromszog teriiletét.

AC
Mivel tg 75° = 50’ igy AC =~ 559,8.

amibdl kapjuk a keresett tavolsagot: PQ =~ 60,3.

150 - 559,8 290,2 - 290,2 - sin 174°
taBc = f’ =41 985, tapp = — é S ~ 4401,5.

A négyszog teriilete: ¢ = 41 985 — 4401,5 = 37 583,5.

6. Tekintsik azy = (p — 1)962 + 2px + 4 egyenletd paraboldikat, ahol p 1-tdl kilonbozd tetszdleges valds szdam.

a) Van-e a p paraméternek olyan értéke, amelyre a paraboldnak nincs kozés pontja az x tengellyel?

b) Hatdrozzuk meg azokat a pontokat, amelyek a fenti parabolasereg valamennyi elemére illeszkednek.

¢) Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy a (p — 1)z + 2px + 4 = 0 egyenlet gyokeinek négyzetisszege 5
legyen. (16 pont)

Megoldas. a) Olyan p értéket keresiink, amelyre a (p — 1)z? 4 2pz + 4 = 0 mésodfoku egyenletnek nincs
esetén nemnegativ, vagyis a paraboldnak mindig van kozos pontja az x tengellyel.
b) Rendezziik a parabolasereg egyenletét a p hatvanyai szerint:

y = (2% 4 22)p — (2 — 4).

Lathato, hogy ha a p egyiitthatoja 0, akkor y értéke nem fiigg a p-t6l. Ez akkor teljesiil, ha 2 = 0 vagy = —2. Igy
minden adott tipust parabola athalad a (0;4), illetve a (—2;0) pontokon. Tovabbi ilyen pont pedig nincs, mert harom
kiilonbo6z6 pont egyértelmien hataroz meg egy legfeljebb masodfoku fiiggvényt.
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amibdl a p® — 2p — 3 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk. Ennek gyokei lesznek a keresett értékek: py = —1, pp = 3.
7. Melyek azok az a, b egész szamok, amelyekre 1g (3a + 2b) =1ga + g b? (16 pont)

Megoldas. A logaritmus definiciéja miatt: @ > 0, b > 0.

A logaritmus azonossagai szerint: 1g (3a + 2b) = lgab, azaz 3a + 2b = ab. Ezt irjuk a kovetkez6 alakban: 6 =
ab — 3a — 2b + 6. Bontsuk szorzatta a jobb oldalon all6 kifejezést: 6 = (a — 2)(b — 3). A kovetkezs értékek johetnek
szoba:
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A feltételeknek a (3;9), (4;6), (5;5), (8;4) szampéarok felelnek meg.

8. Az f(x) = /x hozzdrendeléssel megadott, a [0;a] intervallumon értelmezett figguény girbéjét megforgatjuk az
tengely koril.

a) Hatdrozzuk meg azt a legnagyobb a egész szamot, amelyre a keletkezett forgdstest térfogata nem haladja meg az
1000 térfogategységet.

b) Irjuk fel az érintd egyenletét az f grafikonjdnak 4 abszcisszdji pontjdban. (16 pont)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a keletkezett forgastest térfogatat. Tudjuk, hogy az nem haladja meg az 1000 térfo-
gategységet. A kérdés ugy értelmes, ha a > 0.

a
:ET a’m
0

V:w/ (ﬁ)zdx:w/ gcdgc=7r{7 = 2% < 1000.
0 0

2
Innen a < 25, tehat a keresett legnagyobb egész szam a 25.
b) Hatarozzuk meg a derivaltat:

1 1 _1
fl(x) = (w2)/ = 55[:_2.
Az érint6 meredeksége:
1 L1 1 1
, _

Az x = 4 abszcisszaju pont koordinatai: (4;2).
Az érintd egyenlete:

9. Hatdrozzuk meg azt a hegyessziget, amelyre a 4 cos® x + dsszeq minimdlis. Mennyi ez a legkisebb érték?
¢

(16 pont)

0s2 x

Megoldas. Hegyesszogek esetén a 4 cos® z és a is értelmezve van és pozitiv.
¢

0s2
et " . . , ., L e e Y , a+b
Ismerjiik két pozitiv szam esetén a mértani és a szamtani kézép kozotti egyenlStlenséget: vab < — EgyenlGség

a = b esetén van.
értékekre:

Alkalmazzuk ezt a = 4cos® z és b = 5

cos? x

2 1
4cos? x - 1 < ACosTT + o
cos?x — 2 ’

1 ) 1
4=2-4/4cos?zx - 5— <dcos"z+ ——.
cos? cos?

1

A kifejezés értéke akkor lehet 4, ha 4 cos’ z =

amit igy irhatunk:

2
———. Ha z hegyessz0g, akkor ez ekvivalens a cosx = £ feltétellel,
cos? 2

ami most pontosan akkor teljesiil, ha x = 1



