I. rész

1. Az ABC hdromszég csicsainak koordindtdi: A(—2;—3), B(8;1) és C'(2;5).
a) Irjuk fel a hdaromszog oldalegyeneseinek egyenletét.
b) Szdmitsuk ki a hdromszog legnagyobb belsd szdgét. (11 pont)

Megoldas. a) A BC-re illeszkedd a oldalegyenes egyik iranyvektora: v, (3; —2). Az a egyenes egyenlete: 2z + 3y =
19.

Az AC-re illeszked6 b oldalegyenes egyik iranyvektora: v(1;2). A b egyenes egyenlete: 2z —y = —1.

Az AB-re illeszked§ ¢ oldalegyenes egyik irdnyvektora: v.(5;2). Az ¢ egyenes egyenlete: 2z — 5y = 11.

b) Mivel AB = V116, BC = V52 és AC = V80, azért az AB-vel szemkozti v sz0g lesz a legnagyobb. A koszinusz-

8
m ~ 0,1240, igy ] 82,90.

2. a) Déntsiik el, hogy az aldbbi dllitdsok kézil melyik igaz, melyik hamis.
1) Eqgy négyszognek lehet két oldalegyenese pdrhuzamos.

2) Egy négyszognek lehet két szemkozti oldalegyenese pdarhuzamos.

3) Egy négyszignek lehet két szomszédos oldalegyenese parhuzamos.

4) Egy négyszignek lehet két oldalegyenese merdleges.
5)
6)

tételbsl cosy =

Egy négyszognek lehet két szemkozti oldalegyenese merdleges.
Eqgy négyszognek lehet két szomszédos oldalegyenese merdleges.
b) Ha valaki csak véletlenszerien irja az igaz vagy hamis vdlaszokat az elézd feladatban, akkor mekkora valdszini-
séggel lesz minden vdlasza helyes?
c) Az a) feladatban az is elképzelhetd, hogy valaki nem tud donteni. Valamelyik dllitds esetén nem @r semmit.
Hdnyféle vilaszadds képzelhetd el igy dsszesen? (12 pont)

Megoldas. a) 1) igaz, 2) igaz, 3) hamis, 4) igaz, 5) igaz, 6) igaz.
b) Az 6sszes lehetdség: 25 = 64, a kedvezs esetek szama: 1.

A keresett valosziniiség: 61 ~ 0,016.
¢) Egy vélasz lehet: igaz, hamis, vagy iires: a lehetséges esetek szama: 3% = 729.

3. Mely x-ekre értelmezhetdk az aldbbi kifejezések:

a) lgVa? 4+ 4o — 12;

b) Vg (22 + 4o — 12)? (14 pont)
Megoldas. a) A négyzetgyok miatt: z2 + 42 — 12 > 0. Szorzat alakban

(x +6)(x—2)>0.

Innen: x € |—o0; —6] U [2; o0].
A logaritmus miatt: /22 + 4z — 12 > 0, a négyzetgydk miatt 22 + 4z — 12 > 0, azaz (x + 6)(x — 2) > 0. Innen
x € ]—00; —6[U]2; 00].

A két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie, ezért: x € |—oo0; —6[ U ]2; ool.
b) A logaritmus miatt: 2 + 4z — 12 > 0. Az a) részben ezt mar megvizsgaltuk, tehat = € |—oo; —6[U]2; 00].
A négyzetgyok miatt: lg (z% +42—12) > 0, azaz Ig (z? +4x —12) > lg 1. A tizes alapt logaritmusfiiggvény szigortan
monoton nove, igy
22 +4r—12 > 1, azaz 22+ 4z —13> 0.
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A masodfoku egyenlStlenséget megoldva:
xe} —oo;—2—\/ﬁ] U [—2+\/ﬁ;oo[.

Ez utobbi feltétel az erdsebb, tehat ennek kell teljesiilnie.



4. Legyen f(x) = 2° — 32 + 32°. Szdmitsuk ki az f(\/ V3 + 1) helyettesitési értéket. (14 pont)

Megoldas. Ha y = 22, akkor a g(y) = y> — 3y? + 3y ertéket kell kiszamolnunk, ahol y = V3+1. Lathato, hogy
9y) = (y—1)° +1=4.

II. rész

5. A koordindtarendszerben az origot kissik ossze kétféleképpen az (a;az) koordindtdju ponttal (a pozitiv valds
szam), eldszor a két pontra illeszkedd egyenessel, majd a két pontra illeszkedd f(x) = x? hozzdrendeléssel megadott
fiigguény garbéjével. Mindkét esetben forgassuk meg az dsszekdtd vonalat az x tengely koril.

a) Szamitsuk ki az igy keletkezett két forgdstest térfogatdt, ha a = 2.

b) Adjuk meg az a figguényében, hogy a kisebb test térfogata hdny szdzaléka a nagyobb test térfogatdinak. (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 esetben keletkezett egyenes kup alapkorének sugara 4, a magassaga 2. A kup térfogata:
2
i=

32
r gm = Tﬂ ~ 33,51. A méasodik esetben kapott forgastest térfogata:

2 572
32
%:W/xﬂmzwﬁﬁ =27 90,11.
. 5], 5

b) Szamoljunk az a paraméterrel! Az els6 esetben keletkezett egyenes kup alapkorének sugara a?

a*ra  obrw

A kup térfogata: Vi = =5 A miésodik esetben kapott forgastest térfogata:

3
a 57@ 5
V2:7T/ x4dx:7r[x—} 47
0 5/, 5

A masodik esetben kapott forgastest térfogata kisebb, mint az elsGé:

, & magassaga a.

v, 43
‘/l_a

A kisebb test térfogata 60%-a a nagyobb test térfogatanak, ami nem fiigg a-tol.
6. Hatarozzuk meg azokat a valds x értékeket, amelyekre

vVr+5-—2 ) vr+6-—-1 <0
Vit 74+3 Vr+8+4

(16 pont)

Megoldas. A négyzetgyokok miatt tett kikotések Osszegzése: © > —5. A két tort nevezdje pozitiv. Az osztas miatt
a masodik tort szamlaloja nem lehet 0, azaz x # —5. Az értelmezési tartoméany: x € |—5; 00).
Mindkét tort nevezdje pozitiv, igy az egyenlStlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha a masik két tényezs szorzata

nem pozitiv:
(Vz+5-2)(Va+6—-1) <0.

Szorozzuk meg az egyenlGtlenség mindkét oldalat a pozitiv (vo +5+2) (Vo + 6+1) szorzattal: (z+1)(z+5) <0,
ahonnan z € [—5; —1].

Az értelmezési tartoméanyt figyelembe véve a megoldas: « € |—5; —1].

Megjegyzés. Ha az értelmezési tartoméany meghatarozasa utan (x > —5) észrevessziik, hogy az egyenlGtlenségben
szereplS négy tényez6 koziil hdrom pozitiv, akkor révidebb tton jutunk a megoldashoz.

7. a) Szamitsuk ki annak a hdromszég alapi egyenes hasdbnak a térfogatdt, amelynek alapélei a = 8 cm, b = 10 cm,
¢ = 14 cm, a hasib m magassagdrol pedig tudjuk, hogy m = mg,, ahol m, az alaphdromszég a oldaldhoz tartozo

magassdga.
b) Mekkora a térfogata annak a legnagyobb hengernek, amely elfér az eldzdekben megadott hasibban és a tengelye
pdrhuzamos a hasdb magassigdval? (16 pont)

Megoldas. a) Készitiink egy véazlatrajzot, és hasznéljuk az dbra jeloléseit.



Mivel AB? > BC? + AC?, azért az ACB< tompaszdg, igy az a oldalhoz tartozé m magassag a haromszogon kiviil
halad. A magassag talppontjat T-vel jeloltiik, legyen CT = .
Az ABT haromszogben a Pitagorasz-tétel szerint:

(84 z)°+m?> =196, 64+ 162 + 2> + m> = 196.

Az ACT haromszogben a Pitagorasz-tétel szerint: z° + m? = 100.
Ezt beirhatjuk az el6z6 egyenletbe: 64 + 162 4+ 100 = 196, amibdl = 2 (cm). Ezt felhasznalva: m = +/100 — 4 =
. 8-4v6
V96 = 4v/6 (cm). Most mar kiszamolhatjuk az ABC haromszog teriiletét: ¢ = a 2m = 2\/_ = 16V/6 (cm?). Vegiil
meghatarozzuk a hasab térfogatat: Vi = tm = 16V6 - 4v/6 = 384 (cm?).
b) A henger alapkorének sugara egyenls az ABC' haromszog beirt kdrének o sugaraval. Az ABC haromszog teriilete:

166
t = 16v/6 cm?, a keriilet fele: s = 16 cm. Alkalmazzuk a ¢ = ps képletet: o = 1—\6/— =/6.

A keresett henger térfogata: Vo = o>7mm = 6 - 7 - 4/6 = 247v/6 ~ 184,7 (cm?).

8. Egy trapéz alaku telket a szarak egy-eqy pontjdit dsszekdtd, a pdrhuzamos oldalakkal pdrhuzamos keritéssel sze-
retnék két eqyenld teriletid részre vagni. Adjuk meg az épitendd kerités hosszdat a trapéz két parhuzamos oldalhosszdinak
fliggvényében. (16 pont)

Megoldas. A teriiletet felez6 parhuzamos szakasz hossza legyen N1 No. A KDC, KN1Ny, KAB haromszogek

hasonléak. A teriileteik aranya egyenls a K-val szemkozti oldalak négyzeteinek aranyéval. Ezért van olyan A pozitiv
valos szam, hogy a harom teriilet rendre: Ac?, A - (N1N2)2, a?.
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A teriiletfelezés miatt a k6zéps6 haromszog teriilete a méasik két haromszog teriiletének a szdmtani kézepe: A -
— Aa? + \c? .
(N1 N,)? = — Vagyis

a? + ¢2

NNy = 5

9. Adjuk meg a k paraméter azon értékeit, amelyekre a

. 1 .
sm4;v+cos4x=k—1, és a 51n4x+cos4x=k+1

egyenletnek is van megolddsa. (16 pont)

Megoldas. Nézziik az els6 egyenletet:

. . 2 . L.
k— 1= sin x + cos? = (sin? z + cos? )" — 2sin® rcos’x =1 — 3 -4sin® xcos® x =

=1-— = .sin®2z.

N =



<k- , akkor az els6 egyenletnek
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<1—=-sin?22 < 1. Ha

N
N

Mivel 0 < sin? 2z < 1, azért
van val6s megoldésa.

1
Nézziik a masodik egyenletet, az elézGekben latott atalakitasokat végezziik el most is: k + — = sin*z + cos?z =

1 1 1 1
1 — = -sin?2z. Mivel 0 < sin? 2z < 1, azért 5 < 1—§~sin22x§ 1. Ha5 §l<:+Z <1, azaz o <k< T akkor a

maéasodik egyenletnek van valés megoldasa.
Azt szeretnénk, ha a két egyenletnek egyszerre lenne megoldasa, ezért a két halmaz kozos elemeit kell venniink. Az

3
egyediili megoldas: k = T



