I. rész

1. 50 liter 80%-o0s toménységi etilalkoholt tartalmazé edénybdl valamennyit kivettink, majd a hidnyt vizzel potoltuk.
Ezutdn a keverékbdl 3 literrel kevesebbet vettink ki, mint eldzdleg, és ezt a hidnyt is vizzel potoltuk. Jelenleg az edényben
az etilalkohol és a viz mennyisége azonos. Hdany liter folyadékot vettink ki eldszor?

Megoldas. Az alkohol eredeti mennyisége az edényben: 50 - 0,8 = 40 liter. Az « liter kivétele utan 40 — z - 0,8 liter

40—z -0,8
alkohol marad az edényben. Az oldat % - 100 szazalékos toménységi lesz, ha a hidnyt vizzel potoljuk.
40—2-0,8
A kovetkez$ alkalommal (z — 3) - % liter alkoholt vesziink ki. Felirhaté a kovetkezs egyenlet:
40—2-0,8
40—35-0,8—(:1;—3).% = 25.

Rendezziik és megoldjuk a masodfoku egyenletet, a feladatnak csak az egyik gyok lesz megoldasa: x ~ 11,94 liter.

2. Fejezziik ki az x értékét az a segitségével, ha tudjuk, hogy az a sugari kériv felezi az a oldali négyzet teriiletét.

Megoldas. A satirozott korszelet teriilete T (1. dbra), ekkor:

ax +T = %2.
x
a a
x
1. dbra

A 2. dbrdn lathato, hogy a korszelethez tartozo kdzépponti szog 60°-os. Ebbdl adododan:

a*r a’V/3

T=——
6 4

Ezt behelyettesitve a kovetkezs egyenletet kapjuk:

n a’r a®V3  a?
ar + — — =—.
6 4 2

1 \/g (0
V is:x = -+ — — =] ~04la.
agyl1s a (2 2 6) 0, a

2. abra



3. Szabadon engedtiink 41 méhet egy téglatest alaki helyiségben melynek élhosszisdgai: 5 m, 4 m, 2 m. Bizonyitsuk
be, hogy bdrmely iddpillanatban létezik 2 olyan méhecske, melyek tavolsdga 1,8 m-nél kisebb.

Megoldas. A helyiség térfogata 40 m>. Osszuk fel a helyiséget 40 db 1 m?® térfogatu kockara, és tekintsiik a
meéhecskéket pontszertinek. Minden méhecske tartozzon ahhoz a kockdhoz, amelyikben tartézkodik. (A hatarfeliileten
tartozkod6 méhecskéket is soroljuk hozza valamely olyan kockdhoz, melynek a hatéarfeliiletén tartozkodnak.) A skatulya-
elv értelmében lesz legalabb egy olyan kocka, amelyhez két méhecske tartozik. E két méhecske tavolsaga kisebb, mint
1,8 m, hiszen az 1 m élhosszusagt kocka testatloja v/3 ~ 1,732 m hosszu.

4. a) Valaki autdévdsdrldsra 10 000 eurd kélesont vett fel 10 év futamiddre, évi 8% kamatra, évenkénti torlesztéssel.
Mennyit kell évente visszafizetnie? (A torlesztd részlet minden évben azonos.)
b) Legaldbb hdny évre kell felvennie a kdlcsont, ha legfeljebb évi 2200 eurdt szeretne visszafizetni?

Megoldas. a) Minden egyes x évi részlet visszafizetésével az x részlet hatralévé kamatainak megfizetésétdl is
mentesiil. Ennek alapjan felirhato:
10 000-1,08'0 — 2-1,08° —2-1,08% —2-1,08" — ... —2-1,082 — 2 - 1,08 — z = 0.
Ezt atirhatjuk a kovetkezd alakba a mértani sorozat osszegképlete alapjan:

1,0810 — 1

1,081 =0

10 000 - 1,081 — z

Ezt megoldva: z ~ 1490,3 eur6.
b) Az el6z6 feladatrészhez hasonlo megfontolassal felirhato:

1,08" —1
1 21,08 —2200- [ 2——— ) =o0.
0000 - 1,08 00 < 1081 > 0

Ennek megoldasa: n ~ 5,87.
Tehat legalabb 6 évre kellene felvennie a kolcsont.

II. rész

5. a) Oldjuk meg a sin2x 4+ 1 = 3(sinx + cosx) — 2 egyenletet.
b) Milyen n természetes szimra lesz a 3 - 5" +n? + 4n + 4 kifejezés oszthaté 100-zal?

Megoldas. a) Alkalmazva a megfelels Osszefiiggéseket, a feladat egy masodfoku egyenletre vezet:

2sinx cos x + sin z + cos? z = 3(sinz + cosx) — 2,

(sinz + cosz)? — 3(sina + cosx) + 2 = 0.

Ennek megoldésai: (sinz + cosx), =2 és (sinz + cosx), = 1.

A sinz + cosx = 2 nem vezet megoldasra.

A sinz + cosx =1 esetén x1 = 2km, k € Z és x5 = g + 2iw, | € Z adodik.

b) A3-5"+ n? + 4n + 4 kifejezés n = 0 és n = 1 esetén nem oszthatd 100-zal. Az 5" kifejezésrol n > 2 esetén
kénnyen belathato, hogy 25-re végz6dik. EbbSl adoddan a 3 - 5™ két utolsé szamjegye 75. A 100-zal valo oszthatosag
feltétele, hogy n? +4n +4 = (n+ 2)2 25-re végz6djon. Konnyd belatni, hogy egy természetes szadm négyzete akkor és
csak akkor végzGdik 25-re, ha a természetes szam utolsd szadmjegye 5. Tehat n = 3 + k£ - 10 ahol k£ nemnegativ egész
szarm.

6. Adottak a kivetkezd fiigguények:
f:x e [-5;10[, x»—>H|3:—2|—2‘—2‘,
g:x €]-1;4], T —z% + 4z + 2.

a) Abrdzoljuk kézos koordindta rendszerben az f és a g figgvényeket.

b) Milyen x értékekre igaz, hogy f(x) > g(x)?
¢) Szdmitsuk ki a két fiigguénygdrbe dltal bezdrt sikidom teriletét.

Megoldas. a)



b) x € ]-1;0[.
¢) A kérdéses sikidomot két részre vagjuk. Az egyik egy haromszog, ennek a teriilete konnyen meghatéarozhato, a
masik rész teriiletét integralassal szamitjuk ki.

3

4.2 2 @ 2
T=—+ (—2*+4)de =4+ |—-— + 4z =44+ —=—.
2 72 3 L 3

7. Térképésztanulok 3 dimenzids koordindta-rendszerbe foglaltdk egy feliilnézetbdl 1000 m-szer 1000 m-es nagysdgi,
négyzet alaki terepszakasz adatait. Az origé a terilet délnyugati sarokpontja, melynek tengerszintfeletti magassdiga
320 m. A tereppontok koordindtdi méterben értenddk. Az elsd koordindta (x) a keleti, a mdsodik (y) pedig az északi
irdnyban vett kiterjedést jeloli. A fiiggdleges kiterjedéseket a koordindtahdrmasok harmadik tagja (2) jeloli. (z lehet
negativ is.)

a) Milyen emelkedési szégben ldtszik az A(31;40;110) magaslatrél a B(221;52;340) magaslat?

b) Mi az A és a B magaslatokat dsszekidtd egyenes x és y tengelyek dltal meghatdrozott sikra vonatkozé merdleges
vetiletének egyenlete az x, y koordindtarendszerben?

¢) Mekkora a tengerszint feletti magassiga annak a sziklinak, melynek C csicsa a D(400;400;30), E(500;500; 30),
F(500;400; 30) pontokkal egyiitt 100 000 m® térfogati gildt hatdroz meg?

Megoldas. a) Az AB szakasz egy olyan derékszogl haromszog atfogodja, melynek egyik (fiiggsleges) befogoja
340 — 110 = 230 m hosszi, masik befogdjanak hossza az A és a B pont z és y tengelyekkel kijelolt sikra vonatkozd
merGleges vetiileteinek tavolsaga:

\/(221 —31)% 4 (52 — 40) ~ 190,379 m.

230 o o 11
Az emelkedési szogre: tga = 190.379" ebbdl a =~ 50,38° adddik.

b) Az x, y rendszerben az A’(31;40) és a B’(221;52) pontokon athalad6 egyenes egyenletét kell felirni. Egyik
iranyvektora: v(190; 12), normalvektora: n(—12;190). A kérdéses egyenes egyenlete: —12x + 190y = 7228.

¢) A z koordinatak egyenl6k, azért a D, E, F pontok egy az x és y tengelyekkel kijelolt sikkal parhuzamos helyzetd
haromszoget hataroznak meg. A koordinatak alapjan a DEF haromszog egy 100 m hosszt befogokkal rendelkezd
egyenld szara derékszogl haromszog, melynek teriilete:

100100

5 = 5000 m?.

T

T.
A gula térfogata: V = —3

, azért
100 000 = 2000-™

Innen m = 60 m, a C' pont tengerszint feletti magassaga kétféle lehet: 3204+30+60 = 410 m vagy 3204 30—60 = 290 m.

8. Egy nagyvdrosban 21 szolgdltatohdz mikodik. Ezek kozil tizenhdromban vdllalnak kulcsmdsoldst, tizenegyben
képkeretezést, és nyolc szolgdltatohdz vdllal cipdjavitdast. Az dsszes szolgdltatohdz nyijtia valamelyiket az el6zd hdrom
szolgaltatds kozil. Négy olyan szolgdltatohdz van, ahol nem vdllalnak képkeretezést, és cipdt sem javitanak. Harom
szolgdltatohdz a kérdéses hdrom szolgdltatds kozil csak cipdjavitist nem wvdllal. Csak egy olyan szolgdltatohdz van,
amely cipdt javit, de a mdsik két szolgdltatdst nem nyijtja.

a) Mutassuk meg, hogy nincs két olyan szolgdltatohdz, amely mindhdrom emlitett szolgdltatdst nyijtja.

b) Hdny olyan szolgdltatohdz van, amely csak képet keretez a kérdéses hdrom szolgdltatds kozil?

c) Ugy értesiiltiink, hogy a kévetkezd héten valamelyik szolgdltatohdz a kérdéses hdarom szolgdltatds kizil egy tjat
emel a profiljiba. Mi a valdszinidsége annak, hogy ezzel lesz két olyan szolgdltatéhdz, amely mindhdrom emlitett szol-
gdltatast nyijtjia?

Megoldas. Készitsiik el a mellékelt diagramot, és gondolatban minden szolgéltatéhazat helyezziink el a megfelelé
helyen. Az a, b, ¢, d, e, f, g bettik a tartomanyok altal szemléltetett halmazok elemszamét jelentik.



a) A sz6vegbdl lathato, hogy a =4, b = 3, g = 1. Felirhato:

a+b+ct+d+e+ f+g=21,
a+b+d+e=13,
b+c+e+ f=11,
d+e+ f+g=8.

Az egyenletrendszert megoldva: e = 1, ezzel igazoltuk az allitast.

cipGjavitas

b) Az el6z6 egyenletrendszerbdl: ¢ = 6.

¢) Osszesen 20 szolgaltatohaz tud a feltételek mellett profilt béviteni, ez az elemi események szama. A kedvezs
események szdma: b+d+ f =3+5+1=9 (d és f értéke szintén az a) részben felirt egyenletrendszerbdl szarmazik).
A kérdéses valoszintiség: P = 20"

9. Egy sportiskola 12 fds csoportjinak néhdny adatdt tartalmazza o kévetkezd tabldizat:

Sorszam a | Testmagassag | Labmeéret | Egyéni cstcs Egyéni cstcs
naploban (cm) tavolugrasban | tavolugrasban
2004-ben (cm) | 2005-ben (cm)

1. 169 40 401 429

2. 180 42 432 425

3. 159 40 370 405

4. 191 45 520 531

5. 181 43 462 461

6. 176 44 448 482

7. 174 43 430 422

8. 170 42 419 426

9. 173 44 359 380

10. 188 44 602 581

11. 201 47 - 473

12. 169 40 388 388

a) Szdamitsuk ki, hdny szdzalékkal vdltoztak a didkok egyéni csicsai tdvolugrdsban 2004-rél 2005-re? Allitsuk sorba
a didkok naplobeli sorszamdt e vdltozas névekvd sorrendje alapjdn.

b) Abrazoljuk a libméretek gyakorisdgat, illetve relativ gyakorisdgat a megfeleld diagramokon.

¢) Hanyféleképpen vdlaszthatd ki hdrom didk gy, hogy van kéztik az dtlagndl alacsonyabb is és magasabb is?

Megoldas.

a) A novekedés mértékére kapott adatokat az 1. tdbldzat tartalmazza. A naplobeli sorszamok sorrendjét a novekedés
mértékének novekvs sorrendje alapjan a masodik tablazat mutatja. A 11. sorszédmu didk esetén hidnyz6 adat miatt
nem tudunk szamolni.



Sorszam | A novekedés
meértéke

1. 6,98%
2. -1,62%
3. 9,46%
4, 2,12%
5. -0,22%
6. 7,59%
7. —-1,86%
8. 1,67%
9. 5,85%
10. -3,49%
11.

12. 0,00%

1. tdbldzat
A novekedés | Sorszam

mértéke

—3,49% 10.

—-1,86% 7.

-1,62% 2.
0,22% 5.
0,00% 12.
1,67% 8.
2,12% 4.
5,85% 9.
6,98% 1.
7,59% 6.
9,46% 3.

2. tabldzat

b) A tablazat mutatja a gyakorisagok és a relativ gyakorisagok értékeit.

Méret 40 41 42 43 44 45 46 47
Gyakorisag 3 0 2 2 3 1 0 1
Relativ gyakorisag | 25% | 0% | 16,67% | 16,67% | 25% | 8,33% | 0% | 8,33%

A labméretek relativ gyakorisdgai

A libméretek gyakorisiga
46 47
45 20

\E 4
g3
2 2
2 41
= 1H —
S, WA ET W "
40 41 42 43 44 45 46 47 42
Labméret 43

c¢) Az atlagmagassag értéke:

K— 169+ 180 + 159 + 191 + 181 + 176 + 174 + 170 + 173 + 188 + 201 + 169

~ 177,58.
12 ’
7 16 ennél alacsonyabb és 5 {6 ennél magasabb.
Osszesen o o
=——=22
( 3 > 9. 3! 0
. . oo [T 7! L L
eredménye lehet a sorsolasnak. Ezek koziil 5) = T3 = 35 esetben csupa az atlagmagassagnal alacsonyabb,

5 5!
(3) =ora 10 esetben csupa az dtlagmagassagnal magasabb didk valasztodik ki. 220 — 35 — 10 = 175 esetben lesz
a harom kisorsolt didk kozt az atlagnal alacsonyabb és az atlagnal magasabb didk is.



