feladata a kovetkezd volt:

Legyen AB az O kézépponti k kornek egy olyan hirja, amely nem dtmérd. Jeldlje M az AB szakasz felezdpontjdt,
R pedig az OM félegyenesnek a k-val vett metszéspontjat. Vegyiink fel egy tetszdleges P belsé pontot a révidebbik AR
iven. A PM félegyenes messe a kort a Q pontban és legyen S az AB és QR hirok metszéspontja. Az RS és PM
szakaszok kozil melyik a hosszabb?

A feladat igen nehéznek bizonyult, az alabbi megoldasok révidsége ne tévessze meg az Olvasot. A megoldasokat
Molndr Andrds, a budapesti Fazekas Mihaly Gimnazium 12. osztalyos tanuldja gytdjtotte Gssze.

I. megoldas (1. dbra). A megoldas soran a szoban forgéd szakaszokat hasonlo haromszogek megfelels oldalaiként
azonositjuk. Legyen most és a tovabbiakban az RM atméré masik végpontja 7.

Azt allitjuk, hogy az RT'S és a PT M haromszogek hasonlok. Mivel az egymésnak megfelels oldalak koziil PT hur,
RT pedig atmérd a k korben, a hasonlosig aranya nagyobb 1-nél. Ebbdl pedig az kévetkezik, hogy RS > PM.

TPQ<x = TRQ< és PQR< = PTR<, hiszen az el6bbiek a T'Q), az utébbiak pedig a PR ivhez tartoz6 keriileti
szogek. Vegyliik észre még, hogy MTQS hirnégyszog, hiszen RT atmérs, tehat RQT< = 90° = SMT<.

Ebbél kovetkezik, hogy MTS< = MQS< = PQR< = PTR<, a PT'M és az RT'S haromszogek tehat valéban
hasonloék.

A kdvetkezd két megolddsban az dsszehasonlitandd szakaszok mint dtmérd és hir jelennek meg eqy adott kérben.

I1. megoldas (2. dbra). Toljuk el az RS szakaszt R’ M-be. Ekkor R’ rajta van a k kor R-beli érintGjén, masfelsl az
eltolas miatt R'M P< = RQP<. Ezen kiviil, mint a PR ivhez tartozo keriileti szogek a k korben, R’ RP<t = RQP<. Igy
tehat R' RP< = R'M P<, az M RR’'P tehat hurnégyszog. Ennek koriilirt korében R' M atmérd, hiszen M RR'< = 90°,
innen pedig RS = R'"M > PM kovetkezik.

2. dbra

III. megoldas (3. dbra). Legyen PT és AB metszéspontja U. Ekkor UM RP htirnégyszog, amelynek k" koriilirt
kérében UR atmérd, hiszen TPR< = UMR< = 90°. A keriileti szogek tétele szerint URM< = UPM< = MRS<.
Mivel M-nél derékszog van, URMA = SRMA. Igy RS = RU > PM, mert UR atmérs, PM pedig htr a k' kirben.



A kdvetkezd megolddsban a fenti gondolat egy trigonometriai megvaldsitdsdt ldthatjuk.

IV. megoldas (4. dbra). Legyen TRQ< = «. Ekkor RTQ< = RPQ< = 90° — a. Legyen még PRM < = (3 és irjuk
fel a szinusz-tételt a PM R haromszogben:
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cosa’
ami éppen RS az RMS derékszogt haromszogben. Igy PM = RS -sin 3 < RS.

V. megoldas (5. dbra). Legyen X a hosszabbik RP iv felez6pontja. Ekkor nyilvin PQR< = PXR< = .
Forgassuk el az abrat X koriil a ¢ szoggel negativ iranyba. Ekkor PX = XR miatt P az R-be kerill, igy a PQ

félegyenes a vele ¢ szoget bezaré R(Q félegyenesbe fordul. A PQ szakasz M pontjanak M’ elforgatottja tehat az RQ
félegyenesen van; azt kell eldonteniink, hogy itt hol helyezkedik el az S ponthoz képest.
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5. dbra



A szimmetria miatt OXR< = g Ha U jeloli az XO atmérs és az AB hur metszéspontjat, akkor az UOR<
kozépponti szog is ¢, és ekkor MUO< = 90° — .
Ha V az X-b6l az AB harra 4llitott merdleges talppontja, akkor UXV < = ¢ ésigy RXV < = % Ebbdl kovetkezik,

hogy az RX és AB hurok W metszéspontjanak az X koriili negativ ¢ szogd elforgatottja az AB szakaszra esik!
Mivel XWM< = XW'M'< tompaszog, azért az M pont elforgatottja az AB hir folott van, ami azt jelenti, hogy
PM = RM' < RS.

Az alabbi megoldas soran felhasznéljuk a Pillangd tétel néven ismert é,llités, amely a kovetkez6t mondja Kki:

Az ABCD hurnégyszég dtléinak M metszéspontjan dtmend tetszdleges e egyenes a kérilirt kort az X, Y, a hir-
négyszog hatdrat pedig az U és V pontokban metszi. Ekkor M X = MY akkor és csak akkor teljesil, ha MU = MV
(6. dbra).

6. dbra

VI. megoldas. A PTQR hurnégyszogben az atlok M metszéspontjara M A = M B, igy a tétel szerint MU = M S,
masfelsl M RS< = UPM <, hiszen mindketten a T'Q) iven nyugvo keriileti szogek. Ekkor

MS MU MP
= — = = = — > MP,
sin MRS< sinUPM< sin PUM<

tehat RS > M P. Egyenl6ség akkor lehetne, ha PUM < derékszog lenne. Ez nem lehetséges, mert kiegészitG szoge az
UMT derékszogi haromszog egyik hegyesszoge (7. dbra).

Megjegyzés. A feladat szovege sziikségteleniil teszi fel, hogy az AB htr nem atmérs. Ha AB a k kor atmérGje, akkor
M = O, igy PO = OR a k kor sugara és az RM S derékszogt haromszogben RS > RO (8. dbra). Ebben az esetben
tehat nyilvanvaléan teljesiil az RS > PM egyenlGtlenség.

LA tétel bizonyitasa megtalalhato H. S. M. Coxeter, S. L. Greitzer: Az ujrafelfedezett geometria c. kdnyvének (Gondolat Kiado, Budapest,
1977) 80. oldalan.
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