Tobb, mint kétezer évvel ezel6tt a régi gorogok ardnyokra alapozva mér hasznaltak a szdmtani, a mértani és a
harmonikus kozép fogalmat. Legyen x és y pozitiv szam, a szamtani kdzepiik:

r+y

A('r7 y) = 2 )

a mértani kozepiik:
G(z,y) = Yy

és harmonikus kozepiik:
2 2xy
H(z,y) := T = .

8] [=

Mind a harom mennyiség = és y kozé esik, ez indokolja a kézép elnevezést. Ha x < m < y, akkor a szdmtani kozepet
az
y—m=m—z,

MY aey u_\/z
x m m—-x T

végiil a harmonikus kozepet a kicsit bonyolultabb

a mértani kozepet az

[ z
y=m-+= € m=x+ —
n n
tulajdonsagok jellemzik. Ha ebbdl az egyenletrendszerbdl n-et kikiiszoboljiik, akkor egy egyszeriibb alakot kapunk:

y—_m Yy

m—x €T

A régi gorogok a kocka geometriai harmoniajat lattak abban a tényben, hogy az élek szamanak és a lapok szadméanak
harmonikus kézepe éppen a csiicsok szama.
Az x, A(x,y), H(x,y) és y szamok aranyai kozotti

z: Alr,y) = H(z,y) 1y

Osszefliggést mar a babiloniaiak is ismerték, de feledésbe ment, Pitagorasz ujra felfedezte. Az emlitett kozepeket
egyébként pitagoraszi kdzepeknek is szoktak nevezni.

A szadmtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenségre egy algebrai és egy geometriai bizonyitast adunk. A

(1 vy <

egyenl6tlenség ekvivalens a
dzy < (v +y)*

egyenl6tlenséggel, ami nem maés, mint

0< (z—y)°

Ez mindig igaz, és az egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha x = y. Ezzel az (1) egyenl6tlenséget bebizonyitottuk,
s6t sziikséges és elégséges feltételt is kaptunk az egyenl&ségre.
A geometriai bizonyitas a derékszogi haromszodgre vonatkozo magassagtételen alapszik.

A
/ ml\ ,
B A
x Yy

A magassdgtétel szerint m = \/xy, ahol x és y az dtfogo szeletei. A hdromszdg koré irt kor r sugara x és y szamtani
kézepe. Az abrabol ldtszik, hogy m < r, és ez a szamtani és mértani kozép kozotti eqyenldtlenség




A harmonikus és a mértani kozép kozotti
H(z,y) < G(z,y)

egyenl6tlenség egyszerd szamoléssal visszavezethet6 a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenségre.
Most az (1) egyenlStlenség tobbvaltozos alakjat kivanjuk igazolni. Legyenek xq, xo, o3 és x4 pozitiv szamok. Az
(1) egyenlttlenség kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy

Vel < (252 (257,

A jobb oldalon &all6 szorzatra megint alkalmazzuk a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlStlenséget:

1+ 2o . T3+ 24 < %_FIB,;’IAL 2
2 2 = B) .

A két egyenlGtlenséget Gsszevetve és négyzetgyokot vonva az adodik, hogy

r1 + T2+ 23 + 24

VT1T27374 < 1

Ez a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlGtlenség négyvaltozos alakja. Ugyanezt az eljarast ismételve juthatunk
el az

(2) \"/$1$2---5€n§x1+x2+“.+xn,

n

egyenl6tlenséghez, ahol n = 2% Ha az x;-k kozdtt v darab z és n — v darab y van, akkor egyenl6tlenségiink az

gy = oy < v+ (n—v)y _ ¥y n—vy
n n n

n

forméat Olti. Ez attekinthet&bb, ha v helyébe a-t irunk:
n
(3) Yy < ax+ (1 —a)y.

; 1

Igy a silyozott szdmtani-mértani kozép egyenlGtlenséghez jutottunk, ami a = 3 esetén adja vissza (1)-t. Bizonyi-
v

tasunkban « nem lehet egyel6re tetszdleges (0;1)-beli szam, csupén o alakd. (Az ilyen szamokat néha diadikus

raciondlisaknak nevezik.) ;—k alaka szamokkal barmilyen « € (0, 1) kozelithets, ezért a (3) egyenl6tlenség minden 0 és
1 kozé es6 a-ra igaz.
A gondolatmenetet egy kicsit tovabbfejlesztve eljuthatunk az

4) ePtes? g < onmy + aeta + o+ QT

egyenl6tlenséghez, ami akkor igaz, ha az a1, aa, . . ., u, pozitiv szamokra ag +as+. ..+ a,, = 1 teljesiil. (4) a sulyozott
szamtani-mértani kozép egyenldtlenség dltalanos alakja.

A sulyozott szamtani kézép el6fordul példaul a kdvetkezd helyzetben: Tegyiik fel, hogy egy didknak van két darab
5-0s dolgozata és egy l-es és egy 2-es felelete. Ugy akarjuk kiszamitani az &tlagit, hogy a dolgozatai kétszer olyan
sullyal szamitanak, mint a feleletei. Ekkor az atlag:

54+5)+GB+5)+1+2 2 2 1 1 .
=—-54+=--54+=--1+=--2=23283.
6 6 + 6 + 6 + 6 ’
Ha az egyszerd atlagot szamoljuk, akkor 3,25 kerekitve 3-as. De ha figyelembe vessziik a dolgozatok nagyobb sulyéat,
akkor a didk a 4-est is megérdemli.

A logaritmikus kozép

Az x és y pozitiv szamok logaritmikus kozepe:

r—y

——, ha z ,

(5) L(z,y) =< Inz —Iny 7Y
x, ha z=y.

Ez a képlet joval bonyolultabb, mint a szamtani, vagy a mértani kozép. Az sem latszik azonnal, hogy L(z,y) egy pozitiv
szam, még kevésbé az, hogy z és y kozé esik. Mindezek a tulajdonsagok igazak és kovetkeznek az alabbi tételbdl.



1. tétel.
G(z,y) < L(z,y) < A(z,y)
minden pozitiv x és y szdmra.
Bizonyitas. Osszuk el a

rT—y T4y
\/ < <
Iy_lnx—lny_ 2

igazolando egyenlGtlenséget y-nal, igy azt kapjuk, hogy

T
Tor < l(fiy).
y ln% 2 \y

Latjuk, hogy mindeniitt x-nek és y-nak a hanyadosa szerepel, ezért érdemes ennek helyébe egy 1j valtozot irni, mondjuk
2
z°-et:

2Z2-1 1
= 2lnz = 5(22 +1)
Tehat a kovetkezs két egyenl6tlenséget kell igazolnunk:
22 -1

6 2z <
(©) =T
és

2

-1

(7) S e EeY

Inz

Az egyszertiség kedvéeért mindkét egyenlGtlenséget a z > 1 esetben igazoljuk (ekkor Inz > 0), a 0 < z < 1 eset teljesen
hasonléan targyalhato. Igy (7) a

22 -1
——<Inz
22 +1

alakot Olti. z = 1 esetén mindkét oldal 0. Az egyenl&tlenség biztosan fennall, ha a bal oldal lassabban névekszik, mint
a jobb, vagyis a bal oldal derivaltja kisebb, mint a jobb oldalé. Elvégezziik a derivalast. Meg kell mutatnunk, hogy
22(22 +1) — (22 - 1)2z
(2241)°

1

S )
z
amit atrendezve )
0<z*—224+1=(2-1)

adodik. Termeészetesen ez igaz, igy (7) bizonyitasat elvégeztiik.
A (6) egyenlGtlenséget a

221

z

(8) 2Inz <

formara hozzuk. z = 1 esetén mindkét oldal 0. Hasonl6an, mint az el6z6 esetben, megmutatjuk, hogy a bal oldal
derivaltja kisebb, mint a jobb oldalé. Most a kdvetkez& egyenl6tlenséget kell bizonyitanunk:

2 22-z—(22-1)-1
— < ,
z = 22
ami atrendezés utan 1
2 S z + DR
z
és tovabb alakitva
0<(z—1)>

Ez nyilvanvalo, és ezzel a (6) egyenlStlenség bizonyitasat befejeztiik.
Ha tudunk integralni, akkor az
%y T <ax+ (1 - a)y

egyenl6tlenségeket integralva « szerint 0-t6l 1-ig, éppen az L(x,y) < A(z,y) egyenl6tlenséghez jutunk. Ebbdl azt
is megjegyezhetjiik, hogy a logaritmikus kozép a sulyozott mértani kozepeknek a stlyok szerint vett integralja. (A
szamtani kozép pedig a stlyozott szamtani kozepek hasonld integralja.)

Vektorok szamtani kozepe



Legyenek x1, X2, ...,X, a stk vektorai. Szamtani koézepiik

1
(x1+ %24+ +xp).

A(x1,X2,...,Xy) = -

Az egyszertiség kedvéért foglalkozzunk az n = 3 esettel. Ekkor a harom vektort inkabb az x,y és z bettikkel jeloljiik.
Ha x = (z1,22), y = (y1,92) €s z = (21, 22), akkor

1 1
A(x,y,z) = <§(l’1 + 11+ 21), 5(1‘2 +y2 + 22)) .

o

Az x,y és z vektorok szamtani kizepe nem mds, mint a hdrom pont dltal meghatdrozott hdromszdg sulypontjaba
mutato vektor. A szdmtani kézépnek tehdt egyszerd geometriai jelentése van

2. tétel. Legyen x, y és z harom vektor a sikon. Ekkor a sik helyvektorain értelmezett
wi [w— x| + [w =y 4 [w - 2
fiiggvény minimumbhelye a hdrom vektor szamtani kozepe. (Itt az abszolitértékjel a vektorok hosszdt jeldli.)

Bizonyitas. Jelolje m az x, y és z vektorok szamtani kdzepét,
_ X+ty—+z
-—5
A kovetkezs azonossag maga a bizonyitas:

W= x” +|w —y|* + w2’ =

1
= 3w —m[* + x]” + [y|" + |al* ~ glx+y 2

Tételezziik fel, hogy van egy gépiink, ami két vektornak megadja a szdmtani kozepét. Lehetne-e ezt a gépet harom
vektor szamtani kozepének meghatarozésara hasznalni? Kozvetlen médon taldn nem, de épithetnénk bel6le egy dj
berendezést, amely harom bemend vektorbél harom kimend vektort ad meg. Ha x, y és z a bemené vektorok, akkor

a kimendék
! ! !

X :zl(y—i—z), y o= l(Z—i—X), z 3:1(X+Y)-
2 2 2
Uj berendezésiink azt a gépet hasznalja, amely két vektornak képes megadni a szamtani kozepét. Ezt a berendezést
hasznaljuk ismételten, az altala kiadott vektorokat taplaljuk be tjra és ujra. Igy a kovetkez6 rekurziot végeztetjiik.
Legyen az (ag, bo, cg) vektorharmas a kiindulési (x,y,z) harmas. Ha az (a,, by, ¢,) harmas mér megvan, akkor a
berendezésnek beadva, az kiadja az (a,41, bnt1, Cnt1) hdrmast, az

1 1 1
§(bn + Cn), bn+1 = §(Cn + an)7 Cpt1 = §(an + bn)

képletek szerint. Amint n novekszik, az (a,, by, c,) vektorharmasok egyre kisebb A,, haromszogeket hataroznak meg,
és egyre jobban megkozelitik a kezdetben adott harom vektor szamtani kozepét, amely A, stulypontja. Valojaban a
Ag, A1, Ag, ... haromszogek silypontjai egybeesnek, hiszen a rekurziobol adoddan

Anp41 =

1 1/1 1 1
g(an-i-l + bn+1 + cn—i—l) = g (§(bn + cn) + §(Cn + an) + §(an + bn)) =

1
= §(a" + b, +cp).



b C2 a;

az bo

X = ag c1 y =bg

A rekurzidval értelmezett (a,, by, c,) vektorhdrmasok dltal meghatdrozott hdromszogek egyre kisebbek, és megkdzelitik
az ag, by €s cg vektorok szdmtani kézepét, a siulypontot

Befejezésiil megemlitjiik, hogy ha az

Up+1 = M(bnu Cn)u bn+1 = M(Cnu an)u Cn+1 = M(anu bn)

rekurziot egy ai, by, ¢ szdmharmasbol inditjuk M helyében a geometriai kozéppel, akkor a hatarérték az adott
szamharmas geometriai kozepe (hasonloan a fent részletezett szamtani kozép esetéhez). Ha M helyébe a logaritmi-
kus kozepet tessziik, akkor a,, b, és c, kozos hatarétéke létezik, és méltan nevezhetjiik a hdrom szam logaritmikus
kozepének.



