A cikk els6 részében megismert latin négyzetek gyakorlati alkalmazasai f6leg harom teriiletre irdnyulnak:
a) statisztikus kisérlet-tervezés

b) kodolas (hirkozlés)

¢) titkositas.

Mig a statisztikai alkalmazasokban R. A. Fisher tekinthet6 uttorének, az 1920-as években megkezdett tevékenysé-
gével és hires konyvével (The design of experiments), addig a latin négyzetek hirkézlésben valo alkalmazasa a II. vilag-
haborut megelézden, illetve alatta kezd6dott amerikai és német részrél egyarant. Az els¢ eredmények azonban, érthetd
okokbol, csak a habora befejezése utan jelentek meg. Amerikai részrél C. E. Shannon, német részr6l Rudolf Schauffler
(a német rejtjelfejtés kimagaslo alakja a II. vilaghabora alatt) nevét kell megemliteni uttoréként.

Alkalmazasok a statisztikus kisérlet-tervezésben

Képzeljiik el, hogy egy folyamat eredményét (ami lehet pl. egy adott termék minGsége, egy kombinalt gyogyszerte-
rapia hatasossiga, egy haszonnévény termdképessége stb.) tobb tényezs is befolyasolhatja. Az eredményt esetlegesen
befolyasolé tényezék kiilonbozd allapotai egyiittesen alakitjak ki a végeredményt; meg szeretnénk tudni, melyek azok
a paraméterek, amelyek ebbdl a szempontboél a legfontosabbak, és milyen allapotuk biztositja a legkedvez&bb ered-
ményt. Ennek a kideritésére természetesen az lenne a legkézenfekvébb, ha a folyamatot valamennyi paraméter minden
egyes allapotaban ,lejatsszuk”, és az egyes kimeneteleket értékelve megkeressiik a paraméteregyiittesnek azt a ,bealli-
tasat”, amelyik a legjobb végeredményre vezet. Ez a ,biztos” megoldas azonban a legtobb esetben igen nagy szami,
kovetkezésképpen hosszi ideig tartd és roppant koltséges kisérletezést jelent.

Elsként R. A. Fisher mutatott ra, hogy az addigi gyakorlattal szemben — amikor a kisérletek soran egyetlen tényezét
valtoztattak — célszert az Osszes tényezd (az ugynevezett faktorok) egyidejd varialasa. Igy jott létre a statisztika egy
1j aga, a faktor-analizis, valamint ekkor jelentek meg a latin négyzetek a kisérletek tervezésében.

Az ortogonalis latin négyzetek statisztikai alkalmazisat egy példan mutatom be. Otféle kikészitési szalbol sz6tt
késztermék mintazatat kell mindségileg 6sszehasonlitani. A késztermék elGallitdsan 6t szovégépen 6t gépkezels dolgozik.
Az a feltételezés (amit igazolni kell), hogy a szalak kikészitésén kiviil a szovéshez felhasznalt gép és annak kezelGje
is a mingséget befolyasolo tényezsk. Ha a kisérletekre szant id6 nem lenne korlatozé tényezs, akkor minden egyes
fonalfajtat mind az 6t szovégépen az 6t gépkezels mindegyikével ki kellene prébalni. Ez 6sszesen 125 kisérletet jelent.
A latin négyzetek segitségével azonban kielégité eredményt lehet elérni egy 25 kisérletbdl allo kisérletsorozattal is.
Jelolje K1, Ko, ..., K5 az 6t gépkezel6t, S1,Ss,...,S5 az Ot szovégépet, Y1, Ya, ..., Y5 pedig az 6t kiilonféle szalat.

A mingség Gsszevetésére szolgalo 25 kisérletet az 1/a. dbrdn bemutatott latin négyzet abrazolja.

K, Ky Kz K; Kjx
Si1 |1 Yo Y5 Yo Y3
S| Y53 Y1 Yo Y, Y
Ss | Y2 Y5 YI Y3 Y
Sa|Ys Y3 Yy YioY,
Ss | Ya Yo Yz Y5 YW

11415123
311/2/4]|5
215|134
503412
41213151
1/b. dbra

Az 1/a. dbrdn lathato latin négyzet ugy alkalmazhaté a kisérlet megtervezésében, hogy az oszlop-kivalasztassal
a kezel6t, a sor-kivalasztassal a szovégépet és a kivéalasztott sor és oszlop metszetében all6 elemmel pedig az adott
kisérletben felhasznalt fonalat hatarozzuk meg. Igy példaul az elsé kisérletben a K gépkezels az S szovogépen Y;
fonallal dolgozik.

Tegyiik fel tovabba, hogy a gépkezel6k munkajat befolyasolja, hogy a hét melyik munkanapjan dolgoznak. Ekkor
az 1/a. dbrdn megadott latin négyzetben szerepld indexekhez (lasd 1/b. dbra) ortogondlis pdrt kell szerkeszteni (lasd
2/a. dbra), ahol a munkanapokat szamok jelzik. (1 = hétfs, 2 = kedd, 3 = szerda, 4 = csiitortok, 5 = péntek.)



112435
3141152
213541
5111324
41512113
2/a. dbra

K, | Ky | K3 | K4y | K5
Sy | 1,1 4,2 54)23]3,5
Sy | 3,31,4 21 45572
Sy 122053 1,5]3,4]4,1
Sy 5,531 043][1,2]24
Ss | 4,4 12513251/ 1,3

2/b. dbra

A két ortogonalis latin négyzetet (lasd az 1/b. és 2/a. dbrdn) egymésra helyezve adodo 25 kisérletbdl allo kisér-
letsorozatot dbrazolja a 2/b. dbra. Igy minden egyes gépkezels minden egyes szivégépen dolgozik, a munkéjiban az
ot kiilonbozs kikészitésd fonal mindegyikét pontosan egyszer hasznalja, és a vele kapcsolatos kisérleteknél egy hét
5 munkanapja koziil minden napra egy kisérlet jut. Hasonl6 tipusi kisérleteket végeznek példaul a névénytermesztés,
vagy a gyogyszerkutatéds soran is.

Nyilvanvalé, hogy a kisérlet tervezésénél a latin négyzetek felhasznalasa bizonyos szempontbdél korlatozott, hiszen
ha az el6bbi példankban példaul a gépkezelk szdma nem 0t, hanem négy, akkor mar mésfajta elrendezésre van
sziikség. Az ilyen, a latin négyzeteknél altalanosabb elrendezéseket blokkrendszereknek nevezziik. Az érdekldé olvasod
jo betekintést kaphat ezekrdl [6]-bol.

Egy masik példa vilagitja meg a teljes latin négyzetek alkalmazasat a kisérletek tervezésében. Egy allatkisérletben a
kisérleti allatokat kiilonb6z6 étrend szerint taplaljak, a feltevés szerint (amelyet a kisérletek soran ellendrizni kivannak)
egy adott allat etetése el6tt, a kisérlet soran lezajlott étkezések szama, valamint a kdzvetleniil megel6z6 etetés soran
kapott takarmény fajtdaja befolyasolja az eredményt.

Tegyiik fel, hogy n darab allatot és n-féle takarményt vizsgalunk. n = 4 esetén az A;, Aa, Az, A4 kisérleti allatokat
a Ty, Ty, T, T, takarmanyokkal taplaljak a 3. dbran lathato teljes latin négyzet szerinti elrendezésben.

Ez az elrendezés (3. dbra) azt jelenti, hogy példaul az A; allatnak elsé étkezésre a Ty takarmanyt, masodikra a Ts
takarmanyt stb. kell adni. A kisérletsorozatban valoban fontos a teljes latin négyzet tulajdonsag (ennek definicidja e
cikk I. részébenl] talalhato), hiszen ez biztositja, hogy az Osszes lehetséges takarmany-sorrendet kiprobaljuk.

A1 T1 T2 T3 T4
A | Ty Ty TV Ty
As |13 Ty Ty 1o
Al 5o T

3. dbra

Kodolaselméleti alkalmazasok

Az elsGsorban a tavkozlésben hasznalt hibajavito (blokk) kodolas soran az elkiildeni kivant lizeneteket k& hosszu-
sagu sorozatokka (blokkokka) alakitjuk. A sorozat elemei egy g-elemi halmaz (abécé) tetszSleges elemei lehetnek.
(A leggyakoribb esetben ¢ = 2, ekkor binaris kodrol beszéliink.) Ha ezeket a blokkokat kiildjiik el, akkor védtelenek
vagyunk minden ,itkozben” keletkezett hibaval szemben: ha a blokk egy vagy tobb eleme valamilyen zavar6 hatés
miatt megvaltozik, az {izenet cimzettje kénytelen azt elfogadni, hiszen az abécébdl képezhets valamennyi k hosszusagu
sorozat lehet kiildésre szant blokk.

A problémaét a kovetkezGképpen probaljak megoldani: az eredeti k-as blokkot valamilyen kodolasi eljaras segitségével
egy n hosszisagn sorozatta (kodszova) alakitjak, ahol n > k. Igy persze nem kaphatunk meg minden n hosszisagi

1Ld. K6MaL 2005/4. sz., 194. oldal.



sorozatot kodszoként, ami a kovetkezs esélyt kinalja: ha az elkiildott kodszo Ggy valtozik meg, hogy az ennek nyoman
keletkezd blokk nem szerepel a kédszavak kozott, akkor a rendszer jelzi a hibat, vagyis a cimzett biztos lehet benne,
hogy a kapott iizenet hibas. Ennél azonban tobb is elérhetd: ha a kodolas eredményeképpen barmely két kddszoé ,,sok”
helyen kiilonbozik egymastol, akkor egy kodszo viszonylag kismértékid megvaltozasa esetén még rekonstrudlhatjuk az
eredeti lizenetet, illetve az annak megfelel kodszot. Mindossze azt a kodszot kell megkeresniink, amelyik a kapott
sorozattol a legkevesebb helyen tér el. Ezt valositjak meg a hibajavito kodok.

Az elmondottak pontosabb megfogalmazasihoz be kell vezetniink a tavolsag fogalméat. Két n hossziasagi kodszod
a = (a1az...a,) és b = (biba...b,) kozotti Hamming-tdvolsdg (jele: d(a,b)), azon i (i = 1,2,...,n) indexek szama,
amelyekre a; # b;.

Egy kédnak a minimdlis Hamming-tdvolsaga a kdédban szerepld Osszes kodszé parok koézotti Hamming-tavolsagok
minimuma.

Jelolje egy kod minimalis Hamming-tavolsagat d. Ekkor minden olyan meghibasodasrél tudomésunk lesz, melynek
soran egy kddszoé legfeljebb d— 1 helyen véltozott meg; azt mondjuk, hogy a kédunk d — 1 hibdt jelez. S6t, az is konnyen

belathatd, hogy ha egy kddszoé legfeljebb % helyen valtozik meg, akkor az eredeti sz6 egyértelmtien visszaallithato:

a kod %—hibajam’to’.

A latin négyzeteken alapuld nem binaris hibajelzé és javité kodok elterjedéséhez a feltételt a szélessava trtavkozlési
csatornak megjelenése teremtette meg. S. W. Golomb és E. C. Posner, a JPL (Jet Propulation Laboratory) pasa-
denai kutat6 laboratorium vezetd munkatéarsai foglalkoztak a hibajelzd és -javité kodok latin négyzetek alapjan valo
szerkesztésével. Eredményiik szerint:

Ha létezik ¢ darab m-ed rendd latin négyzetbél allé6 ortogondlis rendszer, akkor 1étezik olyan ¢ + 2 hosszisagu
kodszavakbol allé kod, amelynek minimalis Hamming-tavolsaga t + 1, és amelyben n? kodszé van.

Alapvetd tétel, hogy egy g bettibdl allo abécé feletti k hossziisdgt d minimalis Hamming-tavolsaga kodban legfeljebb
¢" =1 kodszo lehet. Igy a Golomb-Posner kédban a kédszavak szama pit2-HD+1 n?, ami n-ed rendi latin
négyzetek esetén maximalis.

A Golomb—Posner kod konstrukcioja a kovetkezs példan jol kovethets: Legyen n = 4, a konstrukciohoz az Ly, Lo, L3
paronként ortogonalis negyedrendi latin négyzeteket hasznaljuk fel (lasd 4. dbra).
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4. dbra

L1-hez a keret-elemeket is feltiintettiik, mivel ennek a kddszavak képzése soran jelentGsége lesz. A kodszavakat a
kovetkez6 modon képezziik: az els6 komponens a sorkeret egyik eleme, a; (i = 1,2,3,4), a masodik komponens az
oszlopkeret egyik b; (j = 1,2,3,4) eleme, majd sorrendben ezen keret-elemek utan kovetkeznek az Li, Lo, L3 latin
négyzetek belsejében az a; sor és a b; oszlop metszésénél 1évs elemek. Igy a 4. abra Ly, Ly, L3 latin négyzeteibsl az
5. abran lévé kodszo-készlethez jutunk. Az olvaso ellendrizheti, hogy a kédszavak szama 42 = 16, a szohossz 5, a
minimé&lis Hamming-tavolsag 4.

(00000 (10123 (20231 (30312

(01111 (11032 (2 1320) (3120 3

(02222 (12301 (2201 3) 32130

(0 3333 (13210 (2310 2 33021
5. dbra

Az 1. részben emlitett tizedrendi latin négyzetekbdl allé ortogondlis rendszer létrehozasanak probléméaja (létezik-e
harom 10-ed rendi latin négyzetbdl allo ortogonalis rendszer?) most a kodok nyelvére leforditva igy hangzik: van-e
olyan Golomb—Posner kéd, amelyben a 10 elemii abécé feletti kdédszavak szama 100, hosszuk 5 és a koéd minimélis
Hamming-tavolsaga 47

A Golomb—-Posner kodok eldnye, hogy n # 2, illetve n # 6 esetén tetszéleges n elemi abécé felett léteznek. [2]-ben
sikeriilt a Golomb—Posner féle konstrukciot ortogonélis latin téglalapokra altalanositani.

A latin téglalap olyan téglalap matrix, amely kiegészithets latin négyzetté. Két azonos méretd latin téglalapot akkor
neveziink ortogondlisnak, ha egymasra helyezve 6ket a megfelels rendezett parok mind kiilénbozéek.

Példat mutatunk be a parok [2]-ben kozolt konstrukcidja alapjan arra, hogy a 2 x 6-os Ry, Ra, R3, R4, Rs latin
téglalapokbol allo ortogonalis rendszerbél (lasd 6. dbra) milyen kod nyerhetd.
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S 6 2 6 3 6 4 6 5
; f ; 13 1 4 15 16
2 4 2 5 2 6 2 1
&*igi Ro= g ¢ Rs= 5 ¢ Ra= g Rs= g
o 4 6 41 4 2 4 3
sl 6 5 1 5 2 5 3 5 4
6. dbra

A konstrukci6 kovethetGsége érdekében R;-nél a perem elemeket is feltiintettiik. A konstrukci6 a latin négyzetekre
alkalmazott Golomb—Posner eljarasnak értelemszerd megfelelGje. Az igy kapott kod elemeit (kodszavait) a 7. dbrdn
lathatjuk.

(1166666) (4133333)
(1212345) (4245612)
(2111111) (5144444)
(2223456) (5256123)
(3122222) (6155555)
(3234561) (6261234)

7. dbra

A fenti konstrukcié felhasznalhatd személyi szamok, jogositvany, vagy ISBN szamok, valamint méas hasonld kodok
elgallitasara. A rendszer ortogondlisa miatt a keletkezs kodszavak kiilonbozéek, az eljaras konnyen programozhato,
gyors elgallitast kinal.

Alkalmazas a digitalis kép-kodolas és atvitel teriiletén

Egy (0;1) méatrixrol akkor mondjuk, hogy u x v (u,v > 2) horizontdlis ablak tulajdonsdggal rendelkezik, ha egy u
sorbol és v oszlopbdl 4llé ablakot vizszintesen mozgatva a méatrixon, minden nem csupa nullabél allé ablak legfeljebb
egyszer fordul el6. (Hasonloképpen definialjuk a vertikalis ablak tulajdonséagot.)

Egy matrixot akkor mondunk u x v ablak tulajdonsdginak, ha horizontélisan is és vertikalisan is u x v ablak
tulajdonsagu.

Természetes alkalmazés, ha egy latin négyzetrdl koveteljiik meg a horizontalis, illetve vertikalis ablak tulajdonsagot.
(0; 1) méatrixokra az ablak tulajdonsagot két, a Bell laboratoriumban dolgozé matematikus (F. J. MacWilliams és
N. J. A. Sloane) vizsgalta elGszor. Az ablak tulajdonsaggal rendelkez6 matrixok a gyakorlatban is alkalmazhatok,
példaul képek digitalis kodolasa és adatatvitel teriiletén.

A kovetkezs példa ablak tulajdonsagokkal rendelkez6 matrix szerkesztését mutatja be, teljes latin négyzetek fel-
hasznalasaval.

Tekintsiink egy negyedrendd teljes L4(a;;) latin négyzetet (lasd 8. dbra), majd utols6 oszlopat megismételve,
valamint egy kizarolag 6t6soket tartalmazo oszlopot hozzavéve készitsiik el a 9. dbrdn lathatdo Myxe(bi;) matrixot.

4 1 3 2
1 2 4 3
Lalag) =5 3 1 4
3 4 2 1
8. dbra
41 3 2 2 5
1 2 4 3 35
Mico(bij)= 5 3 1 4 4 3
342115
9. dbra

A teljes latin négyzet tulajdonsaghol kovetkezik, hogy a 8. dbra La(a;;) latin négyzete is és a 9. dbra Muye(bij)
kiterjesztése is rendelkezik a vertikalis, illetve horizontalis 2 x 2 ablak tulajdonsaggal.

Vesszdmentesnek neveziink egy olyan C' kodot, amely n hosszisiga szavakbol &ll, és barmely a;...a, € C és
bi...b, € Cesetén az aja;t1 ... apb1ba...bj—1 (j =2,3,...,n) sorozatok egyike sincsen C-ben.

Szemléltetd példaként a 9. dbra métrixét és a 10. dbra bindris vessz6mentes kodjat felhasznélva, az i,j < cp,;
(i = 1,2,3,4, j = 1,2,3,4,5,6) megfeleltetéssel nyerjikk a 11. dbrdn lathato (0;1) matrixot, amely 14 x 1 ablak
tulajdonsagu.



c1 = 00001 ¢y =01100 ¢3 =01001 ¢4 =01110 ¢5 =01101 ¢ =01111
10. dbra

2 4 6
0]0 11110 1/1(0/1
7 10 1100 1/1/01
0]0 1111 1/1/0/1
11 0]0|0 1/1(0/1

11. dbra

A fenti latin négyzeteket felhasznalo szerkesztési mod részletes leirasa megtalalhato [3]-ban.

A latin négyzetek jelen dolgozat elején jelzett c)-tipust, azaz a titkositasban valo alkalmazasarol mar e folyo-
irat hasabjain a [4] cikkben olvashaté egy fontos példa. Tovabbi érdekes alkalmazéasokat talal az érdeklddd olvaso a
www.titoktan.hu honlap e-vilagi gondolatok oldalan.
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