( A VI Fejezet végén felvetett kérdésekre érkezett valaszok megheszélése.)
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a) Az els6 n szam kobének Osszegezésére induljunk ki a (k + 1)% = k3 4 3k% 4 3k + 1 képletbsl (k + 1)-gyel valo
,beszorzassal”’ kaphato
(k+1)* = k* + 4k + 6k* + 4k + 1

azonossaghol. Ezt k3-re megoldva
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Gdsy Sandor (Oroshézi ev. gimn. VIII. o.)

Megjegyzés: Az eredmény a kovetkez6 alakban is irhato:
P+22 434+ +n=(1424+3+...4+n)?

Ezt az érdekes Osszefiiggést Fried E. és Horvath G. is észreveszi, Buzi K. pedig tapasztalati dton jon ra.

5. feladat: hogyan lehetne ezt kozvetleniil, geometriailag vagy masképpen bebizonyitani?

b) Az elsé n szam negyedik hatvanyanak Gsszegezésre ,szorozzuk be” a (k +1)* = k* + 4k + 6k? + 4k + 1 képletet
(k + 1)-gyel és oldjuk meg a kapott

(k+1)° = k° + 5k* + 10k® + 10k* 4+ 5k + 1
azonossagot k*-re nézve. Az igy keletkezs
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azonossagban k helyébe 0-t, 1-et, 2-t, 3-at, ..., n-et téve és Osszegezve, azt kapjuk, hogy
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amibdl a szokott algebrai atalakitasokkal (k6z0s nevezbre hozas, beszorzas, 6sszevonas)
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Gdsy Sandor (Oroshézi ev. gimn. VIII. o.)

Megjegyzés: Akdrmennyire belénk rogzédtek is azok a bizonyos ,szokott algebrai atalakitasok”, semmi sziikség
nincs ra, hogy almunkbol felkeltve is mindig azokat végezziik, gondolkodas nélkiil. Ha pl. az els§ 37 szam negyedik
hatvanyanak 0sszegét akarjuk kiszamitani, elég keserves szamitas volna 37-et 6tddik, negyedik, harmadik hatvanyra
emelni, e hatvanyokat rendre 6-tal, 15-tel és 10-zel megszorozni, a szorzatokat Gsszeadni, dsszegiikb6l 37-et kivonni s
a kiilonbséget 30-cal elosztani. Aki kevésbé ,szokasos”, de iigyesebb algebrai atalakitasokkal (n + 1) kiemelése, majd
az els6 tagban az (n + 1)* = n? 4 4n® + 6n% + 4n + 1 azonossag alkalmazasa és utolsé taggal valo Osszevonds utan n
kiemelése, a zarojelen a ,szokott algebrai atalakitasok” utan a szamlalo tényezSkre bontéasa stb.) az
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eredményt kapja, sokkal célszertbb eljarashoz jut az els6 n szdm negyedik hatvanya Osszegének kiszamitasa Pl. Ha
n=37,n+1=38, n(n+1)=37-38=1406,2n+1="75,3n(n+1) — 1 =3 - 1406 — 1 = 4217, tehat
1442t 43t 437 = W = 703-5-4217 = 14.822.755.

c) Az elsé n szam otodik hatvdinydnak hasonlé modszerrel vald dsszegezésére mar nem futotta egyik olvasonk tiirelme
sem. Azonban tobben megfogalmaztak ezt a modszert altalanosan. Sziikségiink van hozza a (k + 1)? = k% + 2k + 1,
(k+13 =k 4+3k> +3k + 1, (k+ 1)* = k* + 4k3 4 6k* + 4k + 1, (k + 1)° = k5 + 5k 4+ 10,3 + 10k? + 5k + 1 képletek
altalanositasara tetsz6leges kitevore. Konnyt latni (teljes indukcioval), hogy minden kitevére van ilyenféle azonossag,
azaz (k+1)™ az m minden pozitiv egész értéke mellett k& hatvanyai szerint rendezhets (és, csokkend hatvanyok szerint
rendezve, k™ 4+ mk™ -gyel kezdédik). Ha ugyanis ez valamilyen m-re all, (k + 1)-gyel ,beszorozva” és Osszevonva,
latjuk, hogy m helyett (m + 1)-gyel is all (s a legmagasabb foku tag k™ - k = k™ 1! lesz, a kovetkezs tag pedig az
mk™ .k =mk™ és k™ - 1 = k™ sszevonésdbol keletkezd (m + 1)k™). A (k + 1)™ ilyen, csokkend hatvényai szerint

mend elGallitasaban (u. n. binomialis kifejtésében) az egytitthatokat (az u. n. binomialis egytitthatokat) sorra az (73),

(m>7 (m) by (m) , jelekkel (ejtsd: m alatt 0, m alatt 1, m alatt 2,...,m alatt m ) jeloljik. (Mas kapcsolatdban
m
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talalkoztunk veliik Csebysev tétele kapcsan. L. 155. feladat. 123. a.). Pl (0) = <1> =1, <0> =1, (1) = 2,
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(2) =1, <0> =1, (1) =5, <2> = (3) = 10, <4) =5, <5> = 1 (és &ltalanosan <0) =1, <1> = m és
m

= 1; az utobbi miért ?) Vagyis (k + 1) -binomialis kifejtése igy szol:
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Az elsé n szam m-edik hatvanyanak osszegezéséhez (k + 1)1 binomialis kifejtésére:
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van sziikkség, amit k"'-re megoldva igy is irhatunk:
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Ha ebben helyettesitiink £ helyébe sorra 0-t, 1-et, 2-t, 3-at, ..., n-et és a kapott egyenleteket Gsszeadjuk, kapjuk,
hogy

1
1m+2m+3m+...+nm:—[(n+1)’"+1—
m—+1

1
B <m;— >(1m—1+2m—l+3m—1+'”+nm—l)_

m —

1
__,.—<m+1>(12—|—22+32+...+n2)_

m+1
- ( o )(1+2+3+...+n)—(n+1)}
Ez u. n. rekurziv képletet szolgaltat 1™ + 2™ + 3™ 4+ ... + n™ szamara; ha 1+ 2+3+ ... +n, 12 +22 4+ 32 + .. .n?,
PB4+22433 4+ 4nd 1mtpomtypgm-l 4™l szaméara mar van a fentiekhez hasonlo képletiink, innét
kaphatunk 1™ 4 2™ 4+ 3™ + ...+ n™ szamara is.

Kdévdri Tamas (Bp. ev. gimn. VIII. o.)
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Gacsalyi S. a fenti rekurziv képletb6l m helyébe 5-6t téve és a (2) =15, <3) =20 <4) =15, (5) = 6 értékeket
behelyettesitve (ezekhez persze tugy jutunk, hogy (k+ 1)° binomialis kifejtését ,beszorozzuk” (k+ 1)-gyel), a kovetkez
Osszegképlethez jut:
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ahonnan a ,szokott algebrai atalakitdsokkal” az
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képletet kapja (még 1 pont). Ki tudna ezt tigyesebb alakra hozni?

Megjegyzés: m = 1,2, 3,4, 5 esetében azt tapasztaltuk (és a fenti rekurziv képletbdl teljes indukcioval altalanosan
is igazolhatjuk), hogy 1™ +2"4+3™+...+n" az n-nek (m—+ 1)-edfokt polinomjaként irhato. Tegyiik fel, hogy valamely
m-re mar sikeriilt 1™ 4 2™ 4+ 3™ + ... + n'"-et ilyen modon elGallitanunk:

1™ 42" 43" 4 40 =aon™ Tt an™ +an™ 4.+ amn
(ahol ag, a1, ..., an, nem sziikségképpen egész szamok; n nélkiili tag nem szerepelhet, miért 7). Akkor 1™+ 4 2m+1 ¢
3mHl 4 4+ 0™t szamara a kovetkezoképen is sikeriil hasonlé elgallitast kapnunk:
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Ezt az egyenletet 1™+ 4 2m*1 L 3m+l o1 ™+l ye megoldva (meg lehet oldani; miért?) olyan képletet kapunk,
amelybgl 1L pomtlygmily - 4 pmtlet is sikeriil a fenti alakra hozni, ha 14+24+3+.. . +n-et, 12+224+32+.. 4n’-
et, 1™ 4+ 2™ + 3™ 4 ... 4 n™-et sikeriilt. Gacsalyi ezen a modon is lehozza a fenti képleteket 13 + 23 4+ 3% + ... + n?,
P42t 430+ 40t 1P 425+ 35 + .+ n® szamara.

6. Feladat: Ha méar tudjuk, hogy 1™ + 2™ + 3™ 4+ ... + n™ elGallithato aon™ ! + an™ 4+ aan™ 4 ..+ amn
alakban, csak ag, a1, ag, ..., a,, szdmeértékét nem ismerjiik (vagy mar elfelejtettiik), vajon hogyan hatarozhatjuk meg
Gket konnyen?

VIIL

Az 1-4. kérdésekre csak ketten kiildtek feleletet. Gacsalyi feleletei lényegében jok; Horvath Szabolcs azonban
félreérti a kérdést, nem a geometriai okoskodasokat forditja le algebrara, csak a végeredményiiket. (Kedves humorét,
sajnos, nem tudjuk pontszammal jutalmazni.) Nem akarok e hasabokon levelezést folytatni Gacsalyival, ezért csak a 2.
kérdés megoldésat kozlom mutatdba, hatha mésok is kedvet kapnak téle az 1., 3. és 4. kérdésekkel, amelyeket ezennel
ujra kitizok feladatnak, foglalkozni.

A 2. kérdés igy szolt: Persze abbdl is kijon a szamok négyzetisszege, hogy hirom piramist éssze lehet rakni olyan
hasdbbd, amelynek az oldaldin van még a jobboldali felsé 17. dbrin (2. szam) ldthaté cifrasig. Hogyan? Hdt ez a
geometriai okoskodds hogyan szol algebrdul ?

Az els6 kérdésre konnyd a vélasz. A harom piramis kobtartalmanak 6sszege egyenls egy olyan hasadbével, amelynek
élei n, n + 1 és n ,kockanyiak”, meg még a cifrasag kobtartalmaval, vagyis
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(Idaig Horvath Szabolcs is eljutott; kap érte két pontot.) Ez azonban még mindig geometriai okoskodas, csak a végét
sziireteltiik le algebraul. Hogy elejétsl végéig algebrai okoskodas legyen belgle, forditsuk le algebrara a piramisok

forditasat is, meg azt is, hogy harman megfelelGen forgatva, a cifrasaggal diszitett hasabot adjak.
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Az eredeti helyzetii piramis (1. als6 17. abrat!) feliilrél szamitott k-adik emeletén k* kocka van. Hany kis kocka van
az oldalra forditott piramisok (l. fels§ 17. abrékat!) ugyanazon emeletén?
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A bal fels6 17. abrarol kis fantéziaval konnyd latni, hogy a baloldali piramisnak (amelynek alapja a hasab bal
oldallapjara esik) els6 (t i. legfels6 emeletén 1 + 2 + 3 4+ ... + n, a masodik emeletén (jobbrol balra szamlalva)
2+3+4+4...+n,aharmadikon 3+ 445+ ...+ n, altalaban a k-adik emeletén k + (k+ 1)+ (k+2) + ...+ n kis
kocka van (az n-ediken n kis kocka).
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A jobb felss 17. abra pedig mutatja, hogy ugyanannyi kis kocka van a masik piramisnak egyes emeletein is (amelynek
alapja a hasab eliils6 lapja). Az tehat, hogy az oldalra forditott piramisok is ugyanannyi kockabol allnak, mint az
eredeti, algebraul igy szol:
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124224324 4n?=14+2+43+...+n+t

+2+34+...+n+

+34+...+n+

+ n.
A forditassal meg lehetiink elégedve, mert e képlet helyessége algebraul is éppoly nyilvanvalo, mint a megfelel§ geo-
metriai tényé volt. (Es ugyanugy latjuk is be: az egy-egy oszlopba irt szamok Gsszege sorra: 1 =1,24+2=2-2 = 22,
34 3+3=23-3=32 stb., ami megfelel annak, hogy az oldalra forditott piramisban is sorra 12, 22, 3% stb. kis kocka
van az alapjaval parhuzamos rétegekben. — Gacsalyi (bevallottan) ennek az azonossagnak altalanositasaként jott ra a
c) alatti megjegyzésében hasznalt azonossagéra. —

Azt pedig, hogy a hérom kiilonb6z6 helyzetd piramis egyiitt a cifrazott hasabot adja, algebraul igy mondhatjuk
(egy-egy sorba irva az egy-egy emeleten levs kockak szamat):

142, (14243 4. 4n)+ Amn(n1)+14

F24 2,243+ )+ (1) +24+
+ 34 2.3+...+n)+ +n(n+1)+3+
e S T =
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ez meg algebraul ugy lathato be, hogy altalaban bebizonyitjuk, hogy baloldalt a k-adik sorban n(n + 1)+ k all:
k2—|—2~(k+(k+1)+(k+2)—|—...+n):k2+2n;k(n—k+1):

=4+ m+kn—k+1)=k+n+kn—k +n+k=
=+l rnt+k=n*+nt+k=nn+1)+k.

Igaz, hogy ez nem sz6 szerinti forditasa annak a geometriai meggondolasnak, amely mutatja, hogy a haromféle helyzeti
piramis k-adik emelete a hasab k-adik emeletébdl épp annyival 16g ki, amennyi a cifrasag k-adik emelete (1. 54. dbrat).

54. abra

Annak a k+ (k+1)+ (k+2) + ...+ n szamtani sor masfajta, komplikaltabb, Osszegezése felelne meg, t. i. szintén
kétszer irnok fel, de egyik példanyat (a 90°-os elforgatasnak megfelelGen) ,,atrendezve”. Azonban nem érdemes a sz6
szerinti forditashoz ragaszkodni, kiilondsen, ha mar csak egy azonossag belatasarol van szo, hiszen erre az algebranak
kezelhet6bb modszerel vannak, mint a geometridnak. Az egész okoskodas tehat igy szol algebraul. Ming lattuk,

+2 (k+(k+1)+(k+2)+...4+n) =n(n—+1)+k;



itt k helyébe sorra 1l-et, 2-t, 3-at, ..., n-et téve,

1242-(14243+...4+n)=n(n+1)+1,
224+ 2.(243+...4n)=n(n+1)+2

3% 4 2-34+...4n)=n(n+1)+3,
n? + 2-n=nn+1)+n
0sszegezve
124+22 432+ .. 4+n?+2-(14+2-24+3-3+...4+n-n) =
=n-nn+1)+14+2+...4+n,
azZazZ 1 (2 1
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1)(2 1
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Gacsalyi ezt mondja el lényegtelen valtoztatassal (nem a vizszintes emeleteken, hanem az oldallapokkal parhuzamos
rétegekben levé kockak szdmaét irja fel, jobbrol balra); 4 pontot kap érte.
Nos, olvassatok el Gjra a szamok hatvanyainak Gsszegérdl szold cikk elejét is (5-10. és 39-47. 1.) és oldjatok meg

minél tobben az 1., 3., 4., 5. és 6 feladatot!




