I. rész

1. Egy derékszdgii hdromszogben a két befogé hosszanak ardnya 1:2, tovabbd a keriilet és terilet mérdszamai
egyenldk. Hatdrozzuk meg az dtfogohoz tartozé magassdg hosszanak pontos értékét. (11 pont)

2a

Megoldas. A haromszog befogoi: a, 2a, ekkor az atfogoja: avs. A haromszog teriilete: a?, a keriilete: a(3 + \/5)

Tudjuk, hogy a? = a(3 + \/5) Mivel @ = 0 nem lehet, igy a = 3+v/5. A haromszog teriiletét az atfogo és az atfogohoz
tartozé magassag segitségével is kiszamithatjuk:

av5-m

T =

A kétféle modon felirt teriiletek egyenlGségébdl és az a kiszamolt értékébsl kapjuk:

(3+VE)VE-m

5 — (3+V5)%

Ebbdl kifejezhetd az m értéke:

_2(3+V5)  6v5+10
By et

m

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert:

x2—y2—6x—6y—0}

(12 pont)
zy—z+y=0

Megoldas. Az els6 egyenletet irhatjuk szorzat alakban: (z + y)(x —y — 6) = 0. Ebbdl kévetkezik, hogy y = —=z
vagy y = x — 6. Mindkét esetben a mésodik egyenletbe behelyettesitve z-re masodfoki egyenletet kapunk.

Az els6 esetben: 22 + 2z = 0.

Az ebbdl kapott = értékekhez kiszémitjuk az y-t is: 1 =0, y1 = 0; 22 = =2, yo = 2.

A masodik esetben: 2° — 6z — 6 = 0.

Az ebbél kapott z értékekhez kiszamitjuk az y-t is: x3 = 3+ V15, y3 = =3+ V15; x4 = 3 — V15, y4 = —3 — V15.

3. Egy egyfordulds riplabdakupdn — ahol tehdt barmely két csapat pontosan eqyszer jdatszik eqymdssal — 30 lejdtszott
mérkdzés utan még minden csapatnak hdrom mérkdzése volt hdtra. Hany csapat szerepelt a kupdn? (14 pont)

n(n—1)
2

Megoldas. Legyen a csapatok szama n. Az 6sszes mérkézések szama: . Minden csapatnak még 3 mérkézése

volt hatra, ez Osszesen — mérkézés. Ezért a lejatszott mérkSzések szama:

nin—1) 3n

=30
2 2 ’

amibél az n? — 4n — 60 = 0 masodfokn egyenletet kapjuk. A gyokok: n; = 10, np = —6. A roplabdakupan 10 csapat
vett részt.

4. Egy izem termelése ot eqymdst kévetd évben mindig ndétt, az elsé évben 12, a mdsodikban 15, a harmadikban
20%-kal. A negyedik és az 6todik évben a novekedés szdzaléka azonos volt. Az otodik évben az tizem a vizsgdlt iddszakot
megelézd év termelésének 2,3-szeresét érte el. Hany szdzalékkal novekedett a termelés a negyedik és az otodik évben?

(14 pont)
Megoldas. Legyen az lizem termelése a vizsgalt 6t év el6tti évben egységnyi, a vizsgalt id6szak negyedik és 6todik
évében a termelés novekedése p%. Legyen 1 + % = q. A feladat szovege szerint: 1,12-1,15-1,2- ¢ - ¢ = 2,3, amibgl

1,5456¢° = 2,3, azaz ¢ ~ 1,22.
A termelés a negyedik és az 6todik évben is 22%-kal névekedett.

II. rész



5.a) Az x? 4+ bz + ¢ = 0 egyenlet gyokei 2-vel nagyobbak, mint az x> + cx + b = 0 egyenlet gyokei. Szimitsuk ki b
és ¢ értékét.

b) Az x? 4+ bz + ¢ = 0 egyenlet egyik gyoke 6, a mdsik gyoke egyenld az egyenlet diszkrimindnsdval. Szamitsuk ki b
€s c értékeét.

¢) Az 2? + bx 4 ¢ mdsodfoki polinom két zérushelye x1 és xo. Irjunk fel olyan harmadfoki polinomot, amelynek
zérushelyei: x1 + xa; ¥3x9 + 1125; T3 + X5, (16 pont)

Megoldas. a) A masodik egyenlet gyokei x1 és xo, tehat x1 + xo = —¢, 122 = b. Ekkor
1 +2429+2=—c+4=-b,

valamint
(x1+2)(x2+2) =z122+2(x1 +22) +4=b—2c+4=c.

A b=c—4ésab=3c— 4 egyenletekbdl all6 egyenletrendszer megoldasa: b = —4, ¢ = 0.
b) Mivel 1 = 6 és x5 = D = b* — 4c, azért

X1+ a0 =6+0b%—4c=—b és r17 = 6(b% — 4c) = c.

Ab?+b—4c+6=0és a 6b> —25¢ = 0 egyenletekbdl all6 egyenletrendszer megoldasa: by = —10, ¢; = 24 és by = —15,
Coy = 54.
¢) Mivel x1 + z9 = —b és x122 = ¢, azért 3:%:1:2 + xlxg = z1x2(x1 + 22) = —cb és

23+ a3 = (21 + 22)° — 3zy20 (21 + 22) = —b% + 3cb.
A keresett polinom szorzat alakban: (z + b)(z + cb)(x 4 b* — 3cb). Elvégezve a beszorzast:

23 4+ (b — 2¢ + 1)z + b2(b? + b%c — 3¢ — 2¢)x + b3c(b? — 3c¢).

6. Oldjuk meg a (4 — cos8x)(2 + cos2x) = 15 egyenletet. (16 pont)

Megoldas. Vizsgiljuk meg a szorzat tényezdinek lehetséges értékeit. Mivel a koszinuszfliggvény értékkészlete
[—1;1], azért 3 <4 —cos8x < 5és1 <2+ cos2x < 3.

A szorzat csak akkor egyenlS 15-tel, ha mindkét tényezé maximalis. Igy a kovetkezd két egyenlet kozos gyokeit
keressiik: 4 — cos8x = 5 és 2 4 cos2x = 3, azaz cos8x = —1 és cos2z = 1.

Az els6bdl: -

,’E1:8

Tk - %, ahol ki € Z,

a masodikbol: xo = ko - 7, ahol ky € Z.
A kapott x1 és xo értékek kozott nincs kozos, ezért az eredeti egyenletnek nincs valdés megoldasa.

7. a) Egy 27 f6s osztdlyba 5-tel tobb lany jdr, mint fii. Mekkora a valdszindsége, hogy véletlenszerien kivdlasztott
hdrom tanulo kozétt két fid és egy lany van?

b) Eqy 27 f&s osztalybdl kivdlasztunk két tanuldt. Hatdrozzuk meg az osztdilyban a fiuk szdmdt gy, hogy a legnagyobb
valdszindsége legyen annak, hogy a kivdlasztott tanuldk kilonbozd nemiek. Mekkora ez a mazimdlis valdsziniség?

c) A 27 f&s 11. osztdlyban egy rosszul sikerilt matematika dolgozat dtlaga pontosan 2. Az 5-ds, 4-es, 3-as osztdlyzatok
szama egyenld és azt is tudjuk, hogy valamennyi érdemjegy eldfordult. Mennyi lehet az osztdlyzatok mddusza és a
medidnja? (16 pont)

27 27-26-25 o 1os
( 5 ) =53 = 2925-féleképpen

tudunk kivilasztani az osztalybol. Az osztalyba 16 lany és 11 fia jar. A 11 fiabol

11\ 11-10 o
( 9 ) = ﬁ = 55—felekeppen

Megoldas. a) Harom tanulot

valaszthatunk ki kett6t. Mindegyik kivalasztashoz tartozhat a 16 lany barmelyike, vagyis a kedvez§ esetek szama

oo 880
16 - 55 = 880. A keresett valosziniiség: 5995 0,3.

b) Ha a fitk szamat n-nel jeloljiik, akkor a lanyok szama 27 — n.

Az Gsszes eset = 351, a kedvezs esetek szama:

n(27 —n) = —(n —13,5)> + 182,25.



Ez n = 13,5 esetén lenne maximalis. Mivel n egész szam, azért a kedvez6 esetek szama akkor maximalis, ha n = 13
vagy n = 14.
Vagyis 13 fiu és 14 lany, illetve 14 fia és 13 lany esetén a legnagyobb a valdszintisége annak, hogy 1 fiut és 1 lanyt
valasztottunk. Ez a val6szintség:
13-14 14
351 27
c¢) A feltételek alapjan legyen a db elégtelen, b db elégséges, ¢ db kizepes, jo és jeles. Ekkor

P(1 fit, 1 lany) = 0,52.

a+2b+c(3+4+5)
27

a+b+3c=27 =2.

2b
A masodik egyenletet alakitjuk: a +2b+ 12¢ = 54. A két egyenletbdl a c-t kiejtjiik, ezutén: a = 18 — 3 A b lehetséges

értékeihez kiszamoljuk az a-t és a c-t:

b 3 6 9 12 15 18 21 24
16 14 12 10 8 6 4 2
c - - 2 - - 1 - -

A ¢ csak két esetben lett egész, ezek a szdmharmasok minden feltételnek megfelelnek.

l-es 2-es 3-as 4-es 5-0s
1. eset (db) 12 9 2 2 2 Ekkor a modusz: 1, a median: 2.
2. eset (db) 6 18 1 1 1 Ekkor a médusz: 2, a median: 2.

8. Egy harmadfoki f(z) figgvényrdl tudjuk, hogy f(1) = f(3) = 4, a harmadfoki tag egyiitthatdja 1, tovdbbd
/5 f(x)dx = 16. Irjuk fel a fiigguénygorbe érintdjénck egyenletét a 4 abszcisszdji pontjdban. (16 pont)
1 Megoldas. A harmadfoku fliggvény hozzarendelési szabalya:
f(z) = 2% + ba? + cx + d.
Tudjuk, hogy: f(1)=14+b+c+d =4, f(3) =27+ 9b+ 3c+ d = 4, tovabba:

g > ot x3 z? ’
/f(x)dgj:/(xg—l—be—l—ca:—l—d)da:: —+b-—+4+c- —+d-x| =
625 125 25 1 1 1

124

= ?b+120+4d+156:16.

A kapott harom egyenlet rendezése utan a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

b+ ¢+ d=3
9+ 3c+ d=-23
31b+ 9c+ 3d = —105.

Az egyenletrendszer megoldésa: b = —9, ¢ = 23, d = —11, azaz a harmadfoku fliggvény hozzarendelési szabalya:
f(z) =2® —92% 4+ 23z — 11.

20 +

10+




Meghatarozzuk a keresett érinté meredekségét. Mivel f'(x) = 322 — 18z + 23, igy f/(4) =3-4* —18-4+23 = —1.
Az érint6 meredeksége: m = —1.

Mivel f(4) =43 —9-42 +23-4— 11 = 1, azért az érintési pont koordinatai: F(4;1).

Az E(4;1) pontra illeszkedd, m = —1 meredekségi érint6 egyenlete: = + y = 5.

9. Adottak az ABCD konvex négyszog hdrom csicsinak koordindtdi: A(2;3), B(—2;5), C(—3;—2), tovdbbd a D
csticsndl lévd belsd szdge, ami 90°.

a) Szamitsuk ki az ABC' hdromszog teriletét.

b) Hatdrozzuk meg a D csiics koordindtdit gy, hogy az ABCD négyszig terilete mazimdlis legyen.

¢) Mekkora az ABCD négyszig keriilete, ha a D pont illeszkedik az x tengelyre? (16 pont)

Megoldas. a) Az AC atl6 hossza 5v/2, a B cstcs tavolsaga az AC egyenest6l 3v/2 egység. Innen az ABC haromszog
5v2- 32
2

teriilete: = 15 teriiletegység.

b) Az ABC haromszog teriilete nem véltozik, ezért a D csticsot ugy kell meghatéroznunk, hogy az AC'D derékszogi
haromszog teriilete maximalis legyen. Mivel AC adott, azért a D tévolsiga az AC-t6l maximalis kell, hogy legyen. A
D pont illeszkedik az AC Thalész-korére, és az elézbek alapjan illeszkednie kell az AC felez6 merslegesére is. Ennek
egyenlete: y + 2 = 0. Az egyenes megfelel metszéspontja a Thalész-korrel: D(2; —2).

B_ 4/

¢) Legyen az z tengelyre illeszkeds, a feladat feltételeinek megfelels pont: D(d;0). Ekkor AD? = (d —2)° + 9
CD? = (d+ 3)* +4. Mivel az ACD haromszdg derékszdgi, azért Pitagorasz-tétele szerint: (d — 2)° +9+ (d + 3)° +4 =
50. A rendezés utan a d*> + d — 12 = 0 egyenletet kapjuk. Ennek csak a d = 3 megoldasa lesz megfelels. A D(3;0)
koordinataju pont a feladat feltételeit teljesiti. Az igy kapott ABC'D konvex négyszog keriilete:

AB+ BC +CD + DA = 2V5 4+ 5vV2 + 2v/10 + V10 ~ 21 (egység).



