Nem egyediilallé a matematika torténetében, hogy egyes fejezetei a szoérakozas, a jaték teriiletén fogantak és
hosszabb-révidebb fejlédés utan a matematika 0j fejezeteivé valtak. Ezt az utat jarta be a kombinatorika egy ,alig”
300 éves fejezete, a latin négyzetek elmélete. Kiilondssége mégsem abban &ll, hogy fejlédésének és f6leg alkalmaza-
sainak jelentGs része a XX. szazad gylimolcse, hanem abban, hogy a klasszikus numerikus gondolkodést felcserélte a
strukturak belss Osszefiiggéseinek elemzésével és ugyanakkor szemléletes abrazolasavall.

Alapfogalmak és definiciok

Mivel a latin négyzetek elmélete egyelére nem képezi matematika oktatasunk torzsanyagat, igy a jelen dolgozat
megértéséhez az olvasénak néhany alapfogalom megismerésére lesz sziiksége.

Egy n-ed rendd latin négyzeten olyan n X n méretd négyzetes tablazatot (méatrixot) értiink, amelynek soraiban
és oszlopaiban az ay,as, ..., a, elemek mindegyike pontosan egyszer szerepel. Legyenek ezek az a1, aq, ..., a, elemek
példaul az 1,2,...,n természetes szamok. Az 1/a., 1/b. dbra példat mutat egy-egy 4-ed rendi latin négyzetre.

112134
211143
31412
413121
1/a. dbra
112134
213141
314/11|2
411,23
1/b. dbra
A definiciobol vilagosan kideriil, hogy jelen esetben az aq, as, . . ., a,, elemek szdmértéke k6zombos, csupan az szamit,

hogy a tablazat egyes mez&iben allo elemek koziil melyek egyenldk, illetve kiilonbozsk.

Egy latin négyzetet ciklikusnak neveziink, ha egymaés alatti soraiban az elemek sorrendje azonos, csak egy hellyel
jobbra (vagy balra) vannak az elemek eltolva (lasd 1/b. dbra).

Egy n-ed rendd latin négyzet egy tranzverzdilisin olyan n darab kiillénbo6z6 elemét értjiik, amelyek mas-méas sorban,
illetve oszlopban helyezkednek el. Az 1/a. dbrdn lathato latin négyzetben a satirozott négy elem példaul tranzverzalist
alkot.

Két n-ed rendd latin négyzetet akkor neveziink ortogondlisnak, ha egymasra helyezve Sket, az egymas felett levs
elemekbdl alkotott parok mind kiilonbo6z6ek. Példaképpen bemutatjuk az 1/a. dbrdn szerepld latin négyzet egy orto-
gondlis parjat (lasd 2. dbra), majd a két latin négyzet egymaésra helyezésével nyert szamparokat. (Az olvaso a 3. dbra
segitségével konnyen meggy6zGdhet arrdl, hogy a 16 szampar mind kilénb6z6.)
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2. dbra
1,1 2,2 3,3 4,4
2,41 1,3 4,2 3,1
3,2 4,1 1,4 2,3
4,3 13,41 2,1] 1,2

3. dbra

Az ortogonalis latin négyzet parok létezése, mint latni fogjuk, szoros kapcsolatban van a tranzverzalisokkal. Erre
vonatkozé alapveté eredmény Dulmage és Mendelsohn tétele:

LA latin négyzetekrsl a maig is egyetlen [2] sszefoglalo monografia pontosan harminc éve sziiletett. Talan éppen ennek a kotetnek is
koszonhetd, hogy azéta az alkalmazasok széles korben terjedtek el.



Két n-ed rendd latin négyzet ortogonalitdsanak sziikséges €s elégséges feltétele, hogy a diszjunkt diagondlisaik szdma
pontosan n legyen.

Az n-ed rendd Ly, Lo, ..., Ly latin négyzetek ortogondlis rendszert alkotnak, ha koziiliik barmely két kiilonbozé
ortogonalis part képez. Belathato, hogy n x n-es latin négyzetekbdl legfeljebb n — 1 olyan létezhet, amelyek koziil
barmely ketté ortogonalis; ha létezik n — 1, akkor ortogondlis latin négyzetek teljes rendszerérdl beszélink. A XX.
szézad elején kideriilt, hogy szamos sulyos kombinatorikai probléma mélyén az ilyen rendszerek létezésének kérdése
rejlik.

Egy L latin négyzetet akkor neveziink vizszintesen teljesnek, ha a latin négyzetben szereplé barmely a, b (a # b)
elempérra van olyan sora L-nek, amelyben az a elemet b kéveti. (Ha a leirt tulajdonsag oszlop iranyban teljesiil, akkor
az L latin négyzetet fiiggdlegesen teljesnek nevezziik.) Egy latin négyzetet, amely vizszintesen és fliggélegesen is teljes,
teljes latin négyzetnek hivunk. A 4. dbrdn lathatéd egy példa teljes latin négyzetre.
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4. dbra

Kartyalapok és a 36 tiszt problémaija

Leonhard Euler (1707-1783), a XVIII. szazadi matematika oridsa a latin négyzetek névadoja, mivel 6 alkalmazott
a négyzetes matrixbeli elemek jelolésére latin bettiket, az addig szokisos szamok helyett. Ez az algebrai struktarak
teriiletén hasonlo jelentGséggel birt, mint F. Viéte (1540-1603) 200 évvel korabbi tette, az algebrai egyenletek szim-
bolumainak bevezetésével. Eulert szoktak emliteni, mint aki bevezette az ortogonalis latin négyzet parok fogalmat is.
Azonban mar Eulert megel6z6en is ismerték az Eulernek tulajdonitott két fogalmat. Claude-Gaspar Bachet de Méziriac
(1581-1638) és M. Ozanam (1640-1712) mar Euler el6tt is jatékkartyaval kapcsolatosan jutottak a latin négyzetek,
illetve ezekbdl alkotott ortogonalis parok fogalméhoz (lasd [1], [4]). T6lik valo az 5. dbrdn lathato negyedrendd orto-
gondlis latin négyzet par, amely tulajdonképpen a kovetkezs feladatot oldja meg: hogyan lehet a francia kdrtya négy
szind (kdr, treff, karo, pikk) figurdit (dsz, kirdly, ddma, bubi) egy 4 x 4-es tdbldzatban gy elrendezni, hogy minden
sorban, illetve oszlopban minden szin és minden figura pontosan egyszer forduljon eld.

AS7Z KIRALY DAMA BUBI
KOR TREFF KARO PIKK
BUBI DAMA KIRALY ASz
KARO PIKK KOR TREFF
KIRALY ASz7 BUBI DAMA
PIKK KARO TREFF KOR
DAMA BUBI ASz KIRALY
TREFF KOR PIKK KARO
5. dbra

Késgbb 1776-ban, majd 1779-ben Euler a Szentpétervari Akadémian tartott eladasdban mar megmutatta, hogy ha
n 4-gyel oszthat6 természetes szam, akkor 1étezik n-ed rendd latin négyzetekbdl 4ll6 ortogonalis par. Ugyancsak ekkor
vetette fel az azdta 36 tiszt problémdjaként ismert feladatot: Vilasszunk ki 36 tisztet gy, hogy kézdttik hat kilonbozd
rendfokozati szerepeljen €s a tisztek hat kilonbézd csapattestbdl keriiljenek kivdlasztdsra, minden egyes csapattestbdl
hat kiilonbézd rendfokozati tiszt szerepeljen a 36 kozitt. Fel lehet-e a fentiek szerint kivdlasztott tiszteket gy dllitani
eqy 6 X 6-0s alakzatba, hogy minden egyes sorban, illetve oszlopban minden rendfokozat, illetve csapattest pontosan
eqyszer szerepeljen? A kérdés roviden gy is feltehetd, hogy létezik-e két olyan hatodrendd latin négyzet, amely egymdsra
ortogondlis.

A feladat kisértetiesen hasonlit az el6z6kben kartyakkal megoldottakhoz, mégis Euler azt sejtette, hogy a 36 tiszt
probléméajanak nincs megoldasa. S6t, ennél altalanosabban azt is sejtette, hogy ha n = 4k + 2 alakd, akkor nem létezik
n-ed rendd ortogonalis latin négyzet par. Ez utébbi sejtést évszazadokon at Euler-sejtésnek hivtak, és tobb mint 200
évig megoldatlannak bizonyult.



Az Euler-sejtés cafolata és néhany megoldatlan probléma

Maér Euler tudta, hogy sejtése az n = 2 esetre igaz (a bizonyitas igen egyszert, hiszen az 1, 2 szamokboél minddssze
két kiilonb6z6 2 x 2-es latin négyzet készithets). Az n = 6 esetre, azaz a 36 tiszt problémajara a bizonyitassal tobb mint
100 évet kellett varni, mig G. Tarry éppen a XX. szazad forduléjan, 1900-ban bebizonyitotta. Euler altalanos sejtése
azonban nem bizonyult igaznak. Csaknem kétszaz évvel a sejtés megfogalmazasa utan, 1959-ben egy igen bonyolult
bizonyitassal R. C. Bose, S. S. Shrikhande és E. T. Parker megmutatta, hogy az Euler-sejtés semmilyen n > 10
esetén nem igaz, azaz minden n = 4k + 2 alakt szamra — ha k értéke legalabb 2 — léteznek n-edrendi ortogonalis latin
négyzetek.
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6. dbra

A 6. dbra szemlélteti azt a hires tizedrendd ortogonalis latin négyzet part, amelyet 1959-ben hoztak nyilvanossagra,
megdontve az Euler-sejtést az n = 10 esetre.

Mint emlitettem, ismert tétel szerint egy m-ed rendd latin négyzetekbdl allo6 ortogondlis rendszerben legfeljebb
(n — 1) latin négyzet lehet. Nagyon keveset tudunk arrol, hogy ez a fels§ korlat mikor érhetd el. Tudjuk, hogy ha
n = p" primhatvany, akkor van teljes n-ed rendi ortogonalis rendszer. Az n = 22 esetre példa a 7. dbrdn lathato
harom latin négyzetbdl all6 negyedrendd ortogonalis rendszer.

0(1]2]3 0/1/2]3 0/1/2]3

21301 3121110 110132

3121110 110132 213101

11032 21301 3121110
7. dabra

Mindeddig nem sikeriilt azonban n-ed rendd latin négyzetekbdl allé teljes ortogondlis rendszert talalni, ha n nem
primhatvany. R. H. Bruck és H. J. Ryser bebizonyitottak a kovetkezs tételt: n-ed rendd latin négyzetekbdl allo teljes
ortogonalis rendszer nem létezik, ha n = 1 vagy 2 (mod 4) (azaz n a 4-gyel osztva 1 vagy 2 maradékot ad), kivéve,
ha n = a® + b? alaki (azaz n két négyzetszam Osszegekent elGallithato). Itt érdemes megjegyezni, hogy Fermat hires
kardcsonyi tétele (melyet 1640 kardcsonyan egy M. Mersenne-nek irt levelében fogalmazott meg) igy szol: Minden
n = 4k + 1 alaku primszam felirhato két egész szam négyzetének dGsszegeként. (E két tétel Osszevetésébdl tehat a
primhatvanyok nagyon specialis eseteként kovetkezik, hogy ha n 4k + 1 alakd primszam, akkor létezik n — 1 darab
latin négyzetbol allo, azaz teljes ortogonalis rendszer.)

Ha n nem specialis (pl. primhatvany) alaka szam, akkor az ortogonéalis rendszerek elemszaméara egyeldre csak
becslések vannak. Jelolje N(n)az n-ed rendd latin négyzetekbdl allo ortogonalis rendszerekben 1évé latin négyzetek
maximaélis szamat, ekkor az elgbbiek szerint N(n) < n — 1. S. Chowle., Erdds Pdl és E. G. Straus bizonyitotta, hogy
ha n ,elég nagy”, akkor

majd ezt megjavitva R. M. Wilsonnak sikeriilt igazolni, hogy nagy n értékekre N(n) > nit — 2 is teljesiil.

Végiil a latin négyzetekkel valo baratkozashoz bemutatok egy tarsasjatékot. A jatékot két jatékos jatssza, A és B
(mindig A teszi meg az els6 lépést). A jatékot egy m X n méretd iires tablan jatsszak. Kezdéskor A egy 1 és n kozotti
szamot a tabla tetszés szerinti helyére ir, majd B tgy ir a tabla még iires mezdinek egyikére egy szintén 1 és n kdzotti
szamot, hogy az a latin négyzet tulajdonsaggal ne iitk6zzon, azaz semelyik sorban és semelyik oszlopban ne alljon két
egyenls szam (az ilyen lépéseket legélisnak nevezziik). A jatékosok felvaltva lépnek; az nyer, aki utoljara tud legalis
lépést tenni.



4 x 4-es tablan a jaték egy lehetséges lefolyasat lathatjuk a 8. dbrdn. A fehér mezdkre irt szamok A, a sziirke
mezGkre irtak B lépéseit mutatjak.

1123

2 1

311124

4 1
8. dbra

Mivel A kezdett, igy 6 1épés utan lathatjuk, hogy B nyert, mivel A-nak mar nincs helyes lépése. Harary és Leary
[3]-ban megmutatta, hogy paros n esetén B nyer, paratlan n-re pedig A.
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