1. feladat. Legyen N > 1 és legyenek a1, asq, ..., an olyan nemnegativ valds szamok, amelyek dsszege legfeljebb 500.
Bizonyitandd, hogy létezik olyan k > 1 egész szdm és léteznek olyan 1 = ng < ni < --- < nx = N egészek, amelyekre
teljestl, hogy

k

(1) > nian,_, < 2005.
i=1

I. megoldas. Osszuk az (a,,) sorozatot blokkokra: a nulladik blokk &lljon a;-bél, az elsé legyen as, as, a masodikhoz

tartozzon ay, . . ., ar. Altalaban az i-dik blokk az ay: elemt6l tartalmazza a sorozat elemeit az asi+1_; elemmel bezarélag.
An,; 4 Qn,;
|- L 1 ... L ] L | I
0. 1 2. (i — 1). blokk i. blokk
2" — 1 elem 2" elem

(Ha 211 _ 1 > N, akkor a blokk értelemszertien csak ay-ig tartalmazza a sorozat elemeit.) Tegyiik fel, hogy k + 1
blokkbdl all az (a,) sorozat, vagyis az utolsé blokk a k-adik. Legyen @ < k-ra a,, az i-edik blokk legkisebb eleme, és
legyen ny = N. A blokkok és az n;-k megvalasztasa miatt n; < 271, ezért

NiGn,; < 2i+1 COn,_, = 4 - 21'_1@,“71 < 4 - (a2i—1 + ...+ a2i_1),

ahol az utolsé egyenlStlenség a,,, , definiciojabol és abbol kévetkezik, hogy az (i — 1)-edik blokk éppen 2i=1 db
elemet tartalmaz. Azt kaptuk tehat, hogy az n;a,, , szorzat legfeljebb 4-szerese az (i — 1)-edik blokkban &ll6 elemek
Osszegének, tehét e szorzatok Gsszege is legfeljebb 4-szerese az elsé k blokk Osszegének:

k 2k 1 N
D nitn, , <4 a; <42 a; <4-500 < 2005. O
i=1 i=1 i=1

Tobb versenyzé is probalkozott a feladatban szerepld Osszeg lehetséges értékeinek atlagolasaval. Ha ugyanis ez az
atlag kisebb lenne 2005-nél, az garantélna, hogy létezik a feltételt teljesité sorozat. Méasképpen fogalmazva: allitsuk

1
el6 az ng, . . ., ny sorozatot véletlenszerten ugy, hogy az 2,3,..., N — 1 indexek mindegyikét (egymastol fliggetleniil) 3

valoszintséggel valasztjuk ki (a 0-t és az N-et mindenképpen ki kell valasztanunk), és vizsgaljuk meg az igy elGallitott

> nian,_, véletlen Gsszeg varhato értékét. Ha a varhato érték 2005-nél kisebb, akkor ez biztositja, hogy az allitas igaz.
Ez az otlet — ebben a formaban — nem vezethet eredményre, mert > n;a,,_, varhato értéke tetszlegesen nagy

lehet. Az egyes indexek kivalasztasi valoszintiségének szerencsésebb megvalasztasaval azonban a feladat megoldhato.

II. megoldas. Készitsiik el az ng, ..., ni sorozatot véletlenszerden ugy, hogy az n indexet tetszéleges 1 <n < N
esetén p,, valoszintiséggel valasztjuk ki, és legyen az egyes indexek kivalasztasa egymastol fiiggetlen.
A valoszintségeket a kovetkezGképpen valasszuk meg:

2
, hal<n<N;

1, ha n = N.

Megjegyezziik, hogy az 1 és az N indexeket biztosan ki kell valasztanunk, ennek megfelelen p; = py = 1.

Vizsgaljuk meg, hogy valamely 1 < n < m < N esetén az ma,, kifejezés milyen valoszintiséggel szerepel az (1)
bal oldalan all6 Osszeg tagjai kozott. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy az n és m indexeket kivalasszuk, a
kozbiils6 indexek koziil viszont egyet sem. Az ma,, tag el6fordulasanak valoszintisége tehat

Pr(l=png1) - (1= Pm—1)Pm,

a teljes Osszeg varhato értéke pedig

k
(2) E(ananll) = Z pn(l _anrl) MR (1 _pmfl)pm sman =



Ha m < N, akkor

pn(l =pnt1) oo (L= Pm—1)pm -m =
2 n n+1 m— 2 2
n+l n+2 n+3 m m+1
- 4n < 4n - 4n 4n
 (m—=1)(m+1) (m—-1)m m-1 m’

Ha pedig m = N, akkor

Pl =pnt1) oo (L= pme1)pm -m =
2 n n+1 N -2 1. N — 2n
n+l n+2 n+3 N CN-1'
Ezeket a becsléseket beirva (2)-be,
N
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E(Zniam1> < Z da, < 42 a, < 2000.
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Mivel a varhato érték a lehetséges 6sszegeknek a — valészintiségiik szerint — silyozott atlaga, a lehetséges Osszegek
kozott biztosan létezik 2000-nél kisebb. O

2. feladat. A és B teniszeznek. Az a jatékos gydz, aki elsoként nyer meg legaldbb négy labdamenetet gy, hogy
ellenfelénél legaldbb kettével tobb labdamenetet nyert. Tudjuk, hogy az A jdatékos minden labdamenetet, a kordabbiaktol

fiiggetleniil, p < 3 valdszindséggel nyer meg. Bizonyitsuk be, hogy az A jdatékos gydzelmének valdszinisége legfeljebb

2p°.

I. megoldas. Legyen A mindazon jatékok halmaza, amelyekben az A jatékos nyer, mig a B halmaz tartalmazza
a B altal megnyert jatékokat. Az A és B halmazok kozott kolesonosen egyértelmd megfeleltetést hozunk létre, ha egy
A altal megnyert G jatéknak az a G’ jaték lesz a pérja, amiben minden labdamenetet épp a maésik jatékos nyer meg,
mint ahogyan az G-ben tortént. Azt mutatjuk meg, hogy tetszbleges G € A jaték esetén

P(G) < 2p*(P(G) + P(G")).
Ha ezt megtessziik, akkor

P(Anyer)= Y _ P(G)< > 2p*(P(G)+ P(G") =2p* > (P(G) + P(G")) =
GeA GeA GeA

= 2p2( S PG+ P(G)) = 2p? - P(a jatek veget ér) < 2p?,
GeA GeB

azaz bebizonyitottuk a feladat allitasat.

Ha a G jatékban A l-szer és B k-szor nyert labdamenetet, akkor abbdl, hogy a B jatékos ¢ = 1 — p valosziniiséggel
nyer meg egy labdamenetet kapjuk, hogy P(G) = p' - ¢*, illetve P(G') = p* - ¢!, tovabba a jaték definici6ja miatt
m =1 — k> 2. Azt kell tehat igazolni, hogy p'-¢* < 2p*(p'-¢" +p*-¢'), ami azzal ekvivalens, hogy p™ < 2p*(p™ +¢™).

Vilagos, hogy (p — q)2 > 0, ahonnan 2p? + 2¢*> > p* + 2pq + ¢* = (p+ q)2 = 1 adoédik. Innen

P < (20 +2¢7)p™ = 2p°p™ + 2¢°p™ < 2p°p™ + 2¢™p” = 2p°(p™ +¢™),
ahol az utébbi egyenlStlenség m > 2 és ¢ > p miatt igaz. Nekiink pedig éppen ezt kellett bizonyitanunk. [

1 1
Megjegyzés. Kénnyen lathato, hogy ha p < > akkor 2p® < p, és csakis akkor van egyenlGség, ha p = 3 vagy p = 0.

Az A jatékosnak tehat rosszabb az esélye a gyGzelemre, mint egyetlen labdamenet megnyerésére.



Az 1. megoldasban talalhato parbaallitasi otlet egyediil Paulin Roland dolgozataban fordult els. A feladatot szin-
tén megoldo tovabbi versenyzék mindegyike az ilyen feladatokra szokvanyosabb szamolasos megoldassal ért célt. Az
aldbbiakban erre mutatunk egy példat.

II. megoldas. Vegyiik észre, hogy ha hat labdamenet utan még nincs gy6ztes, akkor mindkét jatékos éppen harom
labdamenetet nyert. Vilagos, hogy annak a valoszintisége, hogy az A jatékos k egymas utani jatszmabol -t nyer meg

l
ot labdamenet utédn véget ér, akkor a végeredmény akkor sem valtozik meg, ha a jatékosok végigjatsszak az els6
hat labdamenetet, hisz a vesztes még ekkor is csak legfeljebb két labdamenetet nyerhet. Az A jatékos gy6zelmének
valoszintisége tehat

k
( ) p'¢"~!, ahol ¢ := 1 — p a B jatékos esélye egy labdamenet megnyerésére. Figyeljiik meg, hogy ha a jaték legfeljebb

P(A nyer) = p° + 6p°q + 15pg® + 20p%¢%r,

ahol az els6 tag a 6 : 0-&s, a masodik az 5 : 1-es, a harmadik a 4 : 2-es gy&zelem valoészintsége, r pedig annak a
valoszintsége, hogy 3 : 3-as 4llas utan az A jatékos gy6z. A 3 : 3-as allasnal vagy valamelyik jatékos megnyeri a soron
kovetkez6 két labdamenetet és gydz, vagy mindkét jatékos egy-egy labdamenetet nyer, aminek a valészintisége 2pq.
Az igy kialakult helyzetben azonban mindkét jatékos gyGzelmi esélye azonos a 3 : 3-as helyzetbeli esélyével. Tehat

r = p* + 2pgr (hiszen A p? eséllyel nyeri meg a soron kovetkezs ket labdamenetet), azaz r = T —opa" Azt kaptuk
— 4pq
tehét, hogy
2
P(A nyer) = p° + 6p°q + 15p*¢* + 20p3¢> _r
1 —2pq
o 1 1\ 1 . )
Nyilvan pg =p(1 —p) = - — — — ] < -, ahonnan < 2 adodik. Ezt felhasznélva
4 2 4 1—2pq

4 16 64 2 16

2 2
3 1 3
2 2 2 2
= - 1)< -+ - 1] =2p~.
p<<p+4>+>_p<<4+4)+) D

1 1
Egyenlgség pedig (p > 0 miatt) pontosan akkor all, ha p? =0 vagy ha p? = i azaz, ha p =0 vagy p = 3 O

3. feladat. 2 x 1-es domindkbol tornyot épitink a kovetkezd maodon. Eldszor elrendeziink 55 domindt gy, hogy egy
10 x 11-es téglalapot fedjenek le; ez lesz a torony elsd szintje. Erre azutdn tovdbbi, 55 domindt tartalmazd szinteket
épitink, igyelve arra, hogy minden egyes szint pontosan illeszkedjék az eldzdre. Az igy kapott épitményt akkor nevezzik
stabilnak, ha a 10 X 11-es téglalap minden rdcsponttol kilonbdzd, belsd pontja felett van domindnak belsd pontja. Hdany
szintbdl dll a legalacsonyabdb stabil torony?

6, 15, 40 3., 25
P(A nyer) < p°® + _p* + —p® + —p? = p? (P4 +op” + _) B

Megoldas. Nevezziik a torony altal lefedett téglalap 10 hosszt oldalat vizszintesnek, a 11 hosszut pedig fiiggdle-
gesnek. A toronynak a feladatban leirt tulajdonsaga azt jelenti, hogy az emlitett 10 x 11 méretd téglalapot (1 x 1)-es
mez6kre osztva barmely két, élben szomszédos mez6hoz van a toronyban olyan domind, amelyik pontosan e két mezd
felett talalhato. A fiiggtleges élek mentén szomszédos mezdparokat nevezziik vizszintes pdaroknak — 99 ilyen par van —
a vizszintes élek mentén szomszédosakat pedig fiiggdleges paroknak — ezekbél 100 darab van.

El6szor igazoljuk, hogy létezik 5-szintes stabil torony. Vildgos, hogy két szint elegendé arra, hogy mind a 100 fiiggs-
leges mezdpart fedje dominé. A 99 vizszintes parnak a feladatban eldirt ,lefedéséhez” harom tjabb szintet hasznalunk
fel. A téglalap vizszintes oldala péaros, igy kiparkettdzhatd olyan domindkkal, amelyek kizarolag vizszintes parokat
fednek le. Legyen ez a harmadik szint. Hagyjuk el a téglalap jobb és bal szélsé oszlopat, valamint a legfelsG sorat! A
kapott 8 x 10-es tabla kiparkettdzhat6 csupa vizszintes dominéval. Ez a parkettazas kiterjeszthet6 az elhagyott széls6
mezdkre is, legyen ez a negyedik szint. Mostanra a legfelsé sor négy ,belsd” parjat kivéve minden vizszintes parrél
gondoskodtunk. Egy 6tddik szinten ezek is lefedhetdk, példaul az el6z6hoz hasonlé konstrukceioval, ha most a két széls6
oszlopon kiviil a legalso sort hagyjuk el.
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Allitjuk, hogy ha egy torony legfeljebb 4-szintes, akkor nem stabil. Ebb6l kovetkezik, hogy a legalacsonyabb stabil
torony éppen 5-szintes. Indirekt médon bizonyitunk. Elgszor is jegyezziik meg, hogy ha egy ilyen torony stabil, akkor
legalabb 4 szintje van. Valéban: a 10 x 11-es téglalap minden egyes, nem a szélen fekvd mezejének 4 szomszédja van, és
az ezekhez tartozé dominok méas-mas szinten helyezkednek el. Ha tehat két szomszédos mezd valamelyike nem széls6,
akkor pontosan egy dominé fedi e két mez6t.

Ha egy m mezének 3 élszomszédja van (azaz m a téglalap szélén van, de nem sarokmez6), akkor van egy olyan m’
élszomszédja, hogy m és m’ felett pontosan két dominé van a toronyban, rdadasul, az elébb elmondottak szerint m’
szintén szélsé mezd. Az m mez6 tovabbi 2 élszomszédjat pedig egy-egy m-et is fedé dominé fedi. Minthogy tetszéleges
élszomszédos mez6k kozott van olyan, amelynek 3 vagy 4 élszomszédja van, a fentiek szerint nincs olyan szomszédos
mezbpar, amelyet a toronynak harom domindja is fed.

Vizsgéljuk most mar azokat a mez6parokat, amelyeket a toronynak pontosan két dominéja fed le! A fentiek szerint
ezek a parok diszjunktak, a tabla szélén helyezkedhetnek el, tovabba az egyes sarokmezék mindkét szomszédjukkal
ilyen kétszeresen fedett part alkotnak. A bal also sarokmezében végz6ds oszlop 11 mezején végighaladva azt talaljuk,
hogy vagy az oszlopban van olyan mezs, amely nem szerepel kétszeresen fedett parban (ez lehetetlen), vagy az oszlop
maésik végében 1évd sarokmez6 nincs duplan fedve az oszlopszomszédjaval, amit szintén kizartunk. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik, négyszintes stabil torony valéban nem létezik. O



