I. rész

1. a) A grdf minden €élét pontosan egyszer tartalmazé vonalat Euler-vonalnak, az olyan Euler-vonalat, amelynek a
kezdd és a végpontja egybeesik, Euler-kérnek nevezzik. Az abran ldthato hdrom grdf kézil mely grafoknak van Euler-
vonala, illetve Euler-kire?

b) Milyen szdmgjegyeket helyettesithetnek a betdk, ha R = 0, kilonbozd betdk kilonbozd szamokat jelolnek és az
osszeadds természetesen helyes eredményt ad?
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Megoldas. a) Euler-vonala a B és C grafoknak, Euler-kore csak a B grafnak van.

b) Ha R = 0, akkor a mésodik oszlopot vizsgalva, vagy R+ A = R és A = 0, de ez nem lehet, mert kiilonb6z6 betiik
kiilonb6z6 szamokat jelolnek, vagy R + A + 1 = R + 10, ami azt jelenti, hogy A = 9. Ekkor viszont az els§ oszlopot

nézve O +1 =9, tehat O = 8. Ebbdl adoddan az utolsé oszlopban L 4+ 8 = 9 (més eset nincs), tehat L = 1. Végiil
koénnyen lathato, hogy M = 2. Vagyis:
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2. Egy derékszogd hdaromszdg két csicsa A(7;1), B(7;7). Hol lehet a hdromszdg harmadik csicsa, ha korilirt kore
dthalad az origon? Irjuk fel ennek a kirnek az egyenletét.

Megoldas. Az AB szakasz felez6 mer6legesének egyenlete: y = 4.
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Az OA szakasz felez6 mer6legesének egyenlete: 7o 4+ y = 25.

Metszéspontjuk, vagyis a koré irt kor kozéppontja: P(3;4).

A P pont nem illeszkedik az AB szakaszra, az tehat nem atmérd.

A C pontok az A-nak és a B-nek a P-re vonatkozo tiikorképei: C1(—1;7), Co(—1;1)
A kor sugara OP =5, a kor egyenlete: (z — 3)° + (y — 4)> = 25.

3. Az abran ldthatd téglalap oldalai a és 1,5a. Mekkora az a sugari negyedkirlapok dltal fedetlenil hagyott (az
dbrdn sotétre szinezett) terilet nagysdga?
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Megoldas. Tudjuk, hogy AD = a, és AB = 1,5a, tehat AT = 0,75a, AM = a. Az M AT haromszogbdl a koszinusz
szogfliggvény segitségével M AT ~ 41,4°. Ebb6l adodéan MAD = 48,6°. Az M AT haromszoghdl a Pitagorasz-tétel
segitségével: MT =~ 0,6614a.

Tpymc =Tapcp — Tamp —2-Tamp-
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Tapcp = 1,5a>, Tams = —s  ® 0,4961a?,
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2-Tapyp =2- a7 ~ 0,8482a2, Tpmce ~ 0,1557a>.
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4. Sik terepen A és B megkozelithetetlen tereppontok tdvolsagat kell meghatdroznunk. Ezért kitizink egy C pontot,
ahonnan a keresett tdvolsdgot 60°-os szog alatt ldtjuk. A 60°-0s sz0g felezd egyenesén 50 m-t megtéve, az AB szakasztdl
tdvolodva a D pontba jutunk. Innen az A pontba mutats irdiny 20°-o0s szoget, a B pontba mutatd irdny 10°-o0s szdget
alkot az dltalunk megtett tszakasszal. Mekkora az AB tdvolsdg?

Megoldas. Az ACD<« = BCD< = 150°, mivel kiegészit§ szogeik 30°-osak. Ebbdl adédéan CAD< = 10° és
CBD< = 20°.

Az ACD haromszogben szinusztétellel: AD ~ 143,97 m.

A BCD haromszogben szinusztétellel: BD =~ 73,10 m.

Az ABD héromszogben koszinusztétellel: AB ~ 88,56 m.

II. rész

5. a) Rendezziik nagysdg szerint névekedd sorrendbe azokat a k szimokat, amelyekre teljesiil, hogy
7| k3 + 9k* 4 23k + 15.

Mennyi az igy kapott sorozat elsd 100 elemének az dsszege?
lg (lga)
lga lsa

b) Legyen a > 1. Hatdrozzuk meg a kovetkezd kifejezés értékét: a g
Megoldas. a) A k3 + 9k? + 23k + 15 polinomot megvizsgalva lathato, hogy k = —1 gydke. A k + 1 polinommal
elosztva a k? + 8k + 15 polinom adodik, amely felirhato (k + 3)(k + 5) alakban. A k® 4+ 9k? + 23k + 15 polinom tehat

atirhato (k + 1)(k + 3)(k + 5) alakdra.
Ha az eredeti kifejezés oszthaté 7-tel, akkor

k+1=7,14,21,28,... vagyis k=26,13,20,27,... vagy
k+3=7,14,21,28,... vagyis k=4,11,18,25,... vagy
k+5=17,14,21,28,... vagyis k=2,9,6 16,23, ....

A keresett Osszeg a szamtani sorozat Osszegképlete alapjan hatarozhato meg:
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b) Vizsgaljuk meg elGszor a '8e  kifejezés értékét a > 1 esetén: a 8o =z,
Vehetjiik mindkét oldal 10-es alapd logaritmusat, hiszen egy pozitiv valés szam hatvanya csak pozitiv lehet:
lg(lga) le (1
lga lga =lgux, gl( ga) lga =lgz, lg(lga) =1lgz, a logaritmus fiiggvény kolcsondsen egyértelmi: lga = .
ga
lgx lg (Iga)

Most meg kell hatarozni az alge értékét. Behelyettesitve x értékét: a 8¢  adédik, amirsl mar tudjuk, hogy lga.

6. Egy dobozban 4 piros és 2 sdrga golyd van. Visszatevés nélkil hizunk addig, amig az elsd sarga golyot kihizzuk.
A kisérlet kimenetele az ehhez sziikséges hiuzdsok szdma. Abrdzoljuk az igy definidlt valdszindségi viltozo eloszldsdt,
lletve szamoljuk ki a vdrhato értékét.



Megoldas. Jelolje az els6 sarga huzés sorszamat x, ennek valoszintiségét pedig P(x).
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7. Az 1 dm dtmérdja félkérbe az abran ldthato mddon ujabb félkoroket irunk. Mennyi a mdsodik félkor terilete és
keriilete? Milyen sorozatot hatdroznak meg a félkorok keriletei és teriiletei? Véges értéket kapunk-e, ha dsszeadjuk az
igy keletkeztetett végtelen sok félkor teriletét? Ha igen, akkor mennyi ez az dsszeg?

Megoldas. Legyen OB = OD =1y és TD = TO = r1. A tovabbi beirt félkorok sugaranak jelolése: ro, 73,7y, . ..
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legyen. T'DO haromszogbdl Pitagorasz tételével r; = TQ%, hasonléan az i-edik félkorre r; = r;—q - %
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A masodik félkor keriilete: K1 = 2r1 +rmm = g + %7‘(.
A masodik félkor teriilete: )
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A Kkeriiletek mértani sorozatot alkotnak, ahol ¢ = - (K; = TKi_l kénnyen belathato). A teriiletek mértani
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sorozatot alkotnak, ahol ¢ = = (T; = =T;_1, ez konnyen belathato). A teriiletek sorozatabol képzett mértani sor

konvergens, hiszen ¢ = 0,5, tehat véges a teriiletek Osszege.
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8. Tekintsik a valds szamokon értelmezett kévetkezd fiigguényt:
z v 2° + 422 + b

a) Hatdrozzuk meg a figguény zérushelyeit.

b) Van-e a fiigguénynek lokdlis szélsdértéke? Ha van, akkor hatdrozzuk mey.
c) Jellemezzik a fligguényt névekedés és fogyds szempontjiabol.

d) Van-e a fiigguénynek inflexios pontja? Ha van, akkor hatdrozzuk meg.

e) Irjuk fel a fiigguény érintdjének egyenletét a 0 abszcisszdji pontjdban.

Megoldas. a) A fiiggvény zérushelyeit az ° 4 422 + 52 = 0 egyenlet megoldasa adja. Szorzatta alakitva a bal
oldalt az x(z? + 4z + 5) alakot kapjuk. A zérushelyre csak az = = 0 adodik.

10
b)—c) A fiiggveény derivaltja: f' = 32 + 8z + 5, ennek zérushelyei z; = % és 29 = —1.
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d) A fiiggvény masodik derivaltja f” = 6z + 8, ennek zérushelye z = —3

A tablazatbdl lathato, hogy M, (
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/ e) Mivel 2 = 0 zérushely, ezért a fliggvény képe az origon, tehat a Py(0;0) ponton halad at. Az érint6 irdnytangensét
f'(0) =5 adja. Az érint6 egyenlete: y = 5.

9. A tablazat nyolc orszdg adatait tartalmazza.

a) Allitsuk novekvs sorrendbe az egyes orszigokat népsiriség szerint.

b) Melyik orszigban a legnagyobb a valdszinidsége annak, hogy egy dllampolgdr févdrosi?

¢) Hanyféleképpen tudunk kivdlasztani az itt felsorolt orszdigok kézil négyet gy, hogy pontosan két eurdpai és
pontosan két dzsiai legyen koztik?

d) Tekintsiik ezen orszdgok lakossdgdt egy szdmsokasdg elemeinek. Mennyi ennek a szdmsokasdgnak a terjedelme
€s az dtlaga?

Orszéag Teriilet (km?) | Lakosok szama (f5) Févaros Févaros
lakosséaga (£6)
Ausztralia 7 682 300 17 483 000 | Canberra 197 000
Banglades 147 570 111 400 000 | Dhaka 3 683 000
Hollandia 33 939 15 298 000 | Amszterdam 720 000
India 3 287 263 846 303 000 | Uj Delhi 273 000
Kina 9 608 378 1 198 340 000 | Peking 7 000 000
Magyarorszig 93 036 10 310 000 | Budapest 1 992 000
Malta 316 362 000 | Valletta 9210
Mongpolia 1 565 500 2 250 000 | Ulanbator 619 000




Megoldas. a) Az orszigok sorrendje népstrtiség (f6/km?) szerint Mongolia (1,44); Ausztrélia (2,276); Magyaror-
szag (110,82); Kina (124,72); India (257,45); Hollandia (450,75); Banglades (754,896); Malta (1145,57).
b) Mongolia (27,51%).
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c) (2) . (2) = 18-féleképpen.
d) Terjedelem: 1 198 340 000 — 362 000 = 1 197 978 000. Az atlag: 275 218 250.



