A grafelmélet a matematika egyik legkozérthetGbb aga. Alapfogalmai tobbnyire a kiviilallok szamaéra is érthetdk,
akircsak a problémak és azok hattere. Ezt kihasznalva az aldbbiakban grafelmeéleti tudoméanyos diakkori dolgozatom
{6 eredményét, illetve az ahhoz szorosan kapcsolédoé fogalmakat ismertetem, semmilyen elGismeretet nem feltételezve
ekozben az olvasotol.

Mint ahogy azt mindenki tudja, avagy talan mar kitalalta, a grafelmélet a grafok vizsgalataval foglalkozik. A grafok
azt a helyzetet fogalmazzak meg a matematika nyelvén, amikor egy rendszer bizonyos elemei ,kapcsolatban” vannak
egymassal, méasok pedig nem. A rendszer elemeirsl beszélve gondolhatunk példaul emberekre, szamitogépekre, varo-
sokra, a ,kapcsolatok” pedig jelenhetnek baratsagot, szamitogépek kabeleit, kdzvetlen repiilégépjaratokat, vagy barmi
mast. Itt most csak olyan ,kapcsolatokkal” foglalkozunk, amelyek pontosan két elem kozt allnak fenn; olyasmivel nem,
mint példaul az ,egy varosban laknak” kapcsolat, ami akar millibnyi ember kozt is fennéllhat. Azzal sem, hogy milyen
ennek a kapcsolatnak a jellege, két ember nagyon szereti-e egymast vagy csak egy kicsit, illetve hogy két szamitogépet
egyetlen kabel kot-e Ossze vagy tizenhét; csak az a fontos, hogy megvan-e a kapcsolat vagy nincsen. Végiil természetesen
azzal sem torédiink, hogy maguk az elemek micsodék, milyen a bels§ szerkezetiik, lehetnek molekulak, emberek, vagy
hélézatban 6sszekapcsolt szuperszamitdgépek.

A fenti, némileg homalyos leiras a megfelel6 matematikai szohasznalattal precizzé tehets. Az ,elemeket” pontoknak
vagy csicsoknak, a ,kapcsolatokat” pedig éleknek nevezik. Két csicsot él kot Ossze, vagy szomszédosak, ha az altaluk
yabrazolt” elemek kapcsolatban allnak egymassal. Az igy kapott objektumot hivjuk grafnak. Még egyszer: egy graf
nem més, mint pontok és élek halmaza, azzal az informaciéval kiegészitve, hogy melyik él melyik két pontot koti Ossze.
Most csak un. egyszert grafokkal foglalkozunk, azaz két pont kozt nem lehet tobb él, és egy élnek nem lehet mindkét
végpontja ugyanaz. Ha egy grafot G-vel jeldliink, akkor V(G) és FE(G) jelenti ezen graf cstucsainak, illetve éleinek a
halmazat.

Egy grafot akar le is rajzolhatunk: a csucsokat fekete pottyokkel szoktuk jellni, és ha két cstics kozt van él, akkor
a nekik megfelel§ két pottyot dsszekotjiik egy folytonos vonallal, dltalaban egy szakasszal. Az 1. dbrdn lerajzoltunk
néhany grafot. Lathato, hogy az élek a rajzon metszhetik egymast, a definiciokban ezt nem tiltottuk meg. Az ilyen
metszéspontok valojaban az abrazolas miatt lépnek f6l, a grafnak altalaban nem cstcsai. Igazsag szerint a graf de-

gondoljunk arra, hogy egy szamitdégép memoridjaban nem rajzolgathatunk, noha a grafok szamitogépes vizsgélata

igen elterjedt modszer.
a) b) c) d)

1. dbra

Ha két graf kapcsolatoknak ugyanazt a rendszerét dbrazolja, azaz lényegileg ugyanazok, akkor azt mondjuk, hogy a
két graf izomorf. A megrajzolt abrakrol ez néha egyaltalan nem nyilvanvald, szemléletesen mondjuk azt jelenti, hogy a
lerajzolt diagramok egymasba mozgathatok tgy, hogy kozben az éleik ne szakadjanak el. Precizen arrél van sz6, hogy
a két graf cstcsai kozott van egy olyan egy-egyértelmi megfeleltetés, ami szomszédos cstcsparokat szomszédosaknak,
nem szomszédosokat pedig nem szomszédosaknak feleltet meg. Egy ilyen megfeleltetést a két graf kozti izomorfianak
hivunk. Az 1. dbra a), b) és ¢) grafjai peldaul izomorfak, de a d) graf nem izomorf egyikiikkel sem, mert egyik csicsanak
hérom szomszédja van, az elsé harom grafban viszont ilyen cstics nem talalhaté.

Felmeriilhet az olvaséban a kérdés, hogy miféle matematikai problémakat vethetnek fel ilyen egyszert dbrak, ame-
lyeket még a gyerekek is lerajzolhatnak. Nos, a grafelmélet szdméra mind a kiilvilag, mind a matematika b&ségesen
kinal megoldand6 problémakat. Az el6bbire két klasszikus példa a kdnigsbergi hidak, illetve a térképek szinezésének
feladata. Allitolag Eulertsl kérdezték meg Konigsberg lakoi, bejarhatja-e valaki a varosukat ugy, hogy a vérost atszels
Pregel folyoénak mind a hét hidjan pontosan egyszer keljen &t. A masik kérdést De Morgan egyik tanitvanyénak a
bétyja, egy bizonyos Francis Guthrie tette fol: azt szerette volna tudni, vajon minden térképen ki lehet-e szinezni négy
szinnel az egyes orszagokat tgy, hogy a szomszédosak kiilonb6z6 szintek legyenek. Mindkét kérdés konnyen lefordithato
a grafok nyelvére. Az elsd esetben ez a forditas lényegében kiadja a megoldast is. Ebben nincs semmi meglepd, a grafok
absztrakt nyelve magatol értet6dSen tekint el a probléma szempontjabol esetleges tulajdonsagoktol, az ilyesmi pedig
igen gyakran a donté lépés egy-egy feladat megoldasakor. A masodik feladat, bar az els6h6z hasonlé fejtorének latszik,
rendkiviil nehéznek bizonyult, és eddig csak szamitégép segitségével sikeriilt megoldani. Ezek a példak talan nem telje-
sen meggy6zGek, mert a kornyezetiinkbél szarmaznak ugyan, de a megoldasnak latszolag nincs gyakorlati jelent&sége.
Egy séta akkor is kellemes lehet, ha nem jar be minden hidat, vagy egyeseket tobbszor is érint, egy térképet pedig annyi
szinnel szinezhetiink, amennyi tetszik. A kérdés messzire vezet és részben az elméleti és az alkalmazott matematika
viszonyéara vonatkozik. Anélkiil, hogy a részletekbe bocsatkoznék, megemlitem, hogy az elvont matematikai — és nem
csak grafelméleti — kérdések vizsgalata soran kifejlesztett fogalmak és modszerek igen gyakran bizonyulnak varatlanul
hasznosnak olyan gyakorlati problémék megoldasdban, amelyek a matematikai kérdés folvetésekor semmilyen kapcso-
latban nem voltak azzal, gyakran nem is léteztek. Ami pedig a grafelméletet illeti, a mind nagyobb diszkrét rendszerek



tomeges megjelenése az iparban, a gazdasagban, de gondolhatunk itt szamitégéphalézatokra, vagy akar az internetre
is, természetes modon teremti meg ennek a matematikai teriiletnek a rendkiviil fontos alkalmazasait.

A gyakorlatbol jovs problémak mellett, illetve azokkal egyiitt szamos grafelméleti kérdés és fogalom forrasa maga
a matematika. Jo példa erre a Claude Berge altal 1962-ben bevezetett perfekt grafok fogalma. Berge egy grafokhoz
rendelt mennyiséget, egy un. grdfparamétert, a Shannon-kapacitdst tanulményozta. A Shannon-kapacitas egy miszaki
probléma, a hatékony kommunikacié elméleti vizsgéalata soran vet6dott fel. Ha van egy kommunikaciés csatorna, amely
néha hibasan visz at informaciot, akkor ehhez a modellhez hozzarendelhetiink egy grafot és ennek a grafnak a Shannon-
kapacitasa adja meg a csatornan hiba nélkiil elérheté maximalis informéaciéatviteli sebességet. Vizsgalatai soran Berge
grafoknak egy olyan osztalyat taldlta meg, amelynek elemein rendkiviil erés megszoritasok érvényesek a Shannon-
kapacitasra. Egészen pontosan az ilyen grafokban két masik grafparaméter, a klikkszam és a kromatikus szam értéke
egyenls és ezen grafok Shannon-kapacitisa éppen ez a kozos érték.

A kovetkezokben definidljuk ezt a két grafparamétert. A kromatikus szdm az a legkisebb egész szdm, ahany szinnel
egy graf cstcsai kiszinezhetGk ugy, hogy szomszédos csucsok kiilonbozs szintiek legyenek. (Ez a definicié emlékeztethet
Guthrie térképszinezési feladatara.) Példaul az 1. abra a), b) és ¢) grafjanak 3 a kromatikus szama, mig a d) grafnak 2.
A 2. dbrdn ezeknek a grafoknak ezt a minimaélis értéket megvalosito szinezése lathato. (Nyomdai okokbol a szinek
helyett kiilonb6z6 jeleket hasznaltam, remélem, a jelentésiik vilagos.) Gondolja meg az Olvasd, hogy a kozolt értékeknél

kevesebb szin nem elég.
a) b) c) d)

2. dbra

A Klikkszdm a legnagyobb klikk mérete a grafban, ahol klikknek hivjuk a csucsoknak olyan részhalmazat, amelynek
barmely két eleme szomszédos. Az el6z6 példdkban nyilvan valamennyi grafnak 2 a klikkszdma, hiszen barmely két
szomszédos cstucsuk egy klikket alkot, de harom cstcsot tartalmazo klikk, dgynevezett teljes harmas vagy haromszog
maér nincs benniik.

A perfekt grafok definidlasdhoz még sziikségiink van egy G graf feszitett részgrdfjainak a fogalméra. Ezek egyszertien
azok a grafok, melyeket tgy kapunk, hogy néhany csiicsot és az azokhoz csatlakozoé Gsszes élt kitoroljik G-bél. Fontos,
hogy olyan éleket nem torliink ki, amelyek két nem kitorolt csucs kozt mennek. Példaul a haromszog Osszes feszitett
részgrafja lathatd a 3. dbrdn. Szaggatott vonal jeloli azokat a csicsokat és éleket, amelyeket elhagyunk a hdromszoghél.
Lathato, hogy 6sszesen nyolc feszitett részgrafot kapunk. Egyikiik maga a haromszog, harom azzal a két cstcsa graffal
izomorf, amelyben a két csics szomszédos, masik harom pedig az egypontu graffal. Végiil még nyilvin megkapjuk az
an. dires grdifot, amelynek mind a cstcshalmaza, mind az élhalmaza az iires halmaz. Osszefoglalva: a haromszognek
izomorfia erejéig négy feszitett részgrafja van. Nyilvan altaldban is 2" feszitett részgrafja van egy n csicsu grafnak,
amelyek koziil az altalanos esetben sokan izomorfak egymaéssal.

részgrafjanak a klikkszama megegyezik a kromatikus szaméval. Ez a definici6é az olyan grafokat irja le, amelyek kro-
matikus szdma nem nagyobb a feltétleniil sziikségesnél: egy graf kromatikus szama ugyanis legaldbb akkora, mint a
klikkszama. Valoban, barmely klikk csticsait kiilonbozGen kell szinezni, 1évén ezek a csiicsok szomszédosak. A perfekt
grafok azok, ahol ez a ,természetes” korldtozas az egyetlen megszoritas, barmely feszitett részgrafjukat vessziik is szem-
tigyre. A definici6 alapjan igen kellemetlen feladatnak latszik annak eldontése, hogy egy adott graf vajon perfekt-e. (Ez
nem olyan ritka jelenség, gondoljunk arra, mivel jarna, ha a definici6 alapjan kellene kiszdmolnunk példéaul sin 20° vagy
lg 2 értékét.) Lattuk ugyanis, hogy egy grafnak sok — nagyon sok — feszitett részgrafja van, a klikkszam és a kromatikus
szam meghatarozasa pedig mar egyetlen nagyobb grafra is nagyon nehéz lehet. Szerencsére, mint azt nemsokara latni
fogjuk, a perfekt grafokra bizonyitott tételek jelent&sen konnyitenek a helyzetiinkon.



A perfekt grafok a XX. szazad masodik felében kozponti szerepet jatszottak a grafelméleti kutatdsokban. Ez
koszonhetd volt Berge két hires, nehéz, de azért megoldhatoé sejtésének, a kiilonféle kapcsolédasi pontoknak az egyéb
teriiletekkel, illetve a rendkiviil erés eredmények lelkesitd hatasanak is. Berge els6 sejtése azt mondta ki, hogy egy graf
pontosan akkor perfekt, ha a komplementere is az. Egy G graf komplementere az a graf, melynek ugyancsak V(G)
a csucshalmaza, viszont két cstics benne pontosan akkor van Osszekotve, ha G-ben nincs. Ezt a sejtést Lovdsz Ldszlo
bizonyitotta be 1972-ben, azdta Perfekt Grdf tételnek hivjak az allitast. A bizonyitas megtalalhaté Lovész Laszlo:
Kombinatorikai Problémak és Feladatok cimd kényvében.

A kovetkez$ nagy eredmény ugyancsak Lovasz Laszlo nevéhez fiiz6dik. Egy német és egy holland matematikussal
egyiitt sikeriilt belatnia, hogy van olyan algoritmus a perfekt grafok kromatikus szaméanak a meghatarozasara, amely
a csucsok szaménak egy rogzitett polinomjanal kevesebb 1épést megtéve megall. Azt mondjuk ilyenkor, hogy a perfekt
grafok esetében van polinom idejii algoritmus a kromatikus szam meghatarozasara. Altalaban, nem perfekt grafokra
nem ismeriink ilyen algoritmust, s6t, él a sejtés, hogy nem is létezik.

Veégiil, de egyéltalan nem utolsésorban 2002-ben és 2003-ban jott a két nagyagyu, Berge masodik sejtésének, illetve
ezt felhasznélva a perfekt grafok polinom ideji felismerhetdségének a bizonyitasa. n-hosszu kdornek hivjuk az n-oldali
sokszog altal meghatéarozott grafot, melynek pontjai a sokszog csticsai, élei pedig az oldalai. Ezek alapjan Berge mésodik
sejtése azt allitja, hogy egy graf pontosan akkor perfekt, ha sem &, sem pedig a komplementere nem tartalmaz feszitett
részgratként 6t vagy anndl tobb pontbol all6 paratlan hosszi kort. Amiota a négy f6bol 4llo szerzégarda (Chudnowsky,
Robertson, Seymour és Thomas) publikalta a bizonyitast, ezt az éllitast Erds Perfekt Graf tételnek hivjuk. Mig a
Perfekt Graf tétel Lovasz-féle bizonyitasa lényegében két — témény — tanitési o6ra alatt elmondhato, ez a bizonyitas
igen messze van ettdl: kortilbeliil 150 oldalt tesz ki nyomtatasban.

Tudomanyos diakkori dolgozatomban a perfekt grafok egy igen koézeli rokonat, a mormdlis grafokat vizsgaltam.
A normélis grafokat Kdrner Jdnos vezette be 1972-ben, mint a perfekt grafok osztilyanak egy kiterjesztését. Ez
egyrészt azt jelenti, hogy a normalis grafok definidlasakor bebizonyitotta, hogy minden perfekt graf normaélis, masrészt
mind &, mind mas kutatok azota is sok hasonlosagot talaltak a normalis és a perfekt grafok kézott. A normalis grafokra
is teljesiil példaul a Perfekt Graf tétel megfelelGje, azaz egy graf pontosan akkor normalis, ha a komplementere is az.
A kutatasnak nagyjabol az a filozofidja, hogy mivel a normalis grafok osztalya az eddigi eredmények alapjan rendkiviil
hasonlit a perfekt grafokéra, azt reméljiik, hogy a perfekt grafokra jellemzd nagyon erds tulajdonsagokbol valamennyit
sikeriil normalis grafokra is bizonyitani.

A definiciéval azonban még egy kicsit varnunk kell, mert el6tte a figgetlen halmaz fogalmat kell tisztaznunk.
Egy G graf cstcsainak egy részhalmazat fiiggetlennek hivjuk, ha az G komplementerében klikket alkot, azaz seme-
lyik két pontja sem szomszédos G-ben. Ezt felhasznalva, egy G graf normdlis, ha létezik néhany fiiggetlen halmaza
51,959, ..., Sk, és néhany klikkje C1, Co, ..., C; ugy, hogy G-nek minden pontjat tartalmazza valamely S; és valamely
C}, emellett barmely S;-nek és C'j-nek van kozos pontja. Ebbdl a definiciobol persze nem latszik, hogy miért is normalis
minden perfekt graf, amire itt most nincs is lehetdségiink kitérni. Latszik viszont, amit kordbban emlitettiink, hogy egy
normadlis graf komplementere normalis, hiszen a komplementerben véilaszthatjuk klikkeknek az eredeti graf fiiggetlen
halmazait és fiiggetlen halmazoknak az eredeti graf klikkjeit. Az is kénnyen bizonyithatd kozvetleniil a definiciobol,
hogy a péaratlan hosszi korok koziil csak az 6t és a hét hossziak nem normalisak. Ebb&l méar az is latszik, hogy nem
minden normalis graf perfekt, hiszen az Erds Perfekt Graf tétel allitasabol tudjuk, hogy a legalabb 6t hosszu paratlan
korok nem azok. Ehhez kapcsolédik az a Korner altal megfogalmazott, sejtés is, amely ugyancsak a normalis és perfekt
grafok kozti kapcesolatot tamasztana ala, amennyiben igaznak bizonyulna. Ez a sejtés ugy szol, hogy egy grafnak pon-
tosan akkor normélis minden feszitett részgrafja, ha sem 6, sem a komplementere nem tartalmaz feszitett részgrafként
kor normalitasat mutatjuk meg vazlatosan. Az a) abran a definicioban megkovetelt klikkeket rajzoltuk be, mig a b), ¢)
és d) abran a fiiggetlen halmazokat. Azt kell ellendrizni, hogy minden pontot tartalmaz legalabb egy klikk és legalabb
egy fiiggetlen halmaz, és hogy tetszélegesen kivalasztva egy klikket és egy fliggetlen halmazt, azok metszik egymast.

4. dbra

A perfekt grafok irodalma hatalmas, igyhogy rendkiviil sok végtelen grafcsaladot ismeriink, amelyek perfektek.
Korner tétele alapjan ezek mind normalisak is, igyhogy ugyancsak sok normélis grafcsalad ismert. Olyan grafcsaladok
viszont, amelyek normaélisak, de nem perfektek, ez idaig alig lettek azonositva. Pontosabban a megfelel6 paratlan
korokon, illetve azok komplementerein kiviil ilyen grafosztaly nem szerepel a szakirodalomban. Nem igazan tudjuk
tehat, hogy mennyire kiilonbdzik a normaélis grafok osztalya a perfektekétdl. Dolgozatom f§ allitasa ezt a hiadnyt
szandékozik betolteni. Azt bizonyitom be, hogy minden 3-regularis graf élgrafja normalis. Egy graf 3-regularis, ha



minden cstcsanak harom szomszédja van, egy G graf élgrafja pedig az a graf, melynek pontjai G éleinek felelnek meg,
és két pont pontosan akkor szomszédos, ha G-ben a nekik megfeleltetett élek ugyanazon ponthoz csatlakoznak. Az
nyilvanvald, hogy a 3-regularis grafok élgrafjai kozt végtelen sok nem perfekt van, és az is konnyen latszik, hogy ezek
a grafok normaélisak, amennyiben az eredeti 3-regularis graf élei kiszinezhet6k harom szinnel agy, hogy az egymashoz
csatlakozok kiilonboz6 szintiek legyenek. Raadasul ismeretes, hogy 3-reguléris grafok élei harom vagy négy szinnel
szinezhetdk ilyen moédon. Azon grafokra viszont, amelyekre az eredeti 3-reguléris graf élei csak négy szinnel szinezhetdk,
az allitas egyaltalan nem nyilvanval6é. Ebbe a jelenségbe mas grafelméleti tételeknél és sejtéseknél is beleiitkoziink: az
adott probléma lényegi esetei a 3-reguldris, harom szinnel nem élszinezhetd grifok. Ilyen példaul a mar koradbban
emlegetett térképek négy szinnel szinezhet&ségének a probléméaja. Az allitdsom bizonyitasarol itt, most nincs lehetség
bévebben irni. Annyit mondanék réla, hogy a matematikiban szokasos modon egy masik jol ismert problémara vezeti
vissza a kérdést: az én esetemben ez a parositasok keresése paros grafokban.



