Giovanni Ceva (1647-1736) olasz matematikus tétele arra ad sziikséges és elégséges feltételt, hogy egy haromszog
egy-egy csucsdn athaladé harom egyenes mikor parhuzamos, vagy metszi egymast egy pontban. Bevezetésképpen
idézziik fel a tételt:

1. tétel (Ceva tétele). Legyen D, E, F rendre az ABC hdromszég BC, AC és AB oldalinak egy-egy pontja.

AF BD CE . ) . .
5 DC EA - 1 akkor és csak akkor, ha az AD, BE és C'F egyenesek egy ponton mennek dt, vagy parhuzamosak.

A bizonyitas megtalalhato példaul Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba c. kdnyvében [2].

Sok feladatban azonban az emlitett feltétel bonyolult szamitésokra vezet. Versenyeken, ahol a feladatok megoldésa
id6hoz van kotve, fontos, hogy minél egyszertibb, konnyebben hasznéalhato feltételeket tudjunk felirni. A Ceva-tétel
kovetkezs, trigonometrikus alakjat Matolesi Maté dolgozatabol [4] vettem at:

2. tétel (Ceva tétele, trigonometrikus valtozat). Az AD, BE és CF egyenesek akkor és csak akkor pdrhu-
zamosak vagy mennek dt egy ponton, ha

sin BAD< sinCBE< sin ACF< _
sin DAC< sin EBA< sin FCB<«

L,

azaz az AD, BE és CF szakaszok megfeleld oldalaktol vett tdvolsdgardnyainak szorzata 1 (1. abra).

1. dbra

Bizonyitas. Bocsassunk merglegeseket D-b6l az AB és AC oldalakral A talppontok legyenek A; és As. Tegyiik
fel, hogy AD, BE és C'F egy ponton mennek at. Vegyiik észre, hogy
simBAD< DA, BDsinf

sin DAC< DA, DCsiny

inCBE

és ez éppen az AD egyenesnek az AB és AC oldalegyenesektSl mért tavolsagaranya. Hasonloképpen % =
sin

CFEsinvy Jamint sin ACF<«  AFsina o

—————, valamin = . Osszeszorozva

EAsma’ © sin FCB<«  FBsinf v

sin BAD< sinCBE< sinACF<  BDsinfg CEsiny AFsina
sin DAC< sin EBA< sin FCB<  DCsiny EAsina FBsinf

_BD CE AF _
~ DC EA FB

Megforditva, ha
sin BAD< sinCBE< sin ACF<

sin DAC< sin EBA< sin FCB<

BD CE AF
akkor ugyanigy bizonyithatjuk, hogy DC FA FB - 1, azaz AD, BE és CF egy ponton mennek 4. O

L,

Egy szintén révid, am Ceva tételét nem hasznalod bizonyités olvashato a KoMaL egy régebbi szamaban [1]. Megjegy-
zendd, hogy a tétel mindkét valtozata szerepel a Theorems in the geometry of the triangle c. angol nyelvi jegyzetben [3].

Térjiink most mar ra az alkalmazasokra. Figyeljik meg, hogy az aldbbiakban az eredeti Ceva-tételt csak nehéz-
kesen tudnank alkalmazni, mig a trigonometrikus valtozat a szinusz-tétel segitségével jol alakithato Osszefiiggéseket
eredményez.

1. feladat. Legyenek a hegyesszigi ABC' hdaromszog oldalaira irt hasonls egyenldszdri hdromszégek ABCy, BC' Aq
és CABy. Ekkor az AA,, BBy és CCy szakaszok egy ponton mennek dt (2. abra).
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2. dbra

Bizonyitas. A moédositott Ceva-tételt alkalmazzuk:

sin BAA1< sinCBB;< sin ACCi<q
sin Ay AC< sin ByBA< sinCiCB<

B A C sin BAA1< B1A sinCBB1 < C\B sin ACC1 <«
~ sin A1 AC< BA, sin B1 BA< CB; sin C; C B« AC,

AlA sin ABA1< BB sin BC B« c.C sin CAC1 <
sinA10A<I AlA sinBlAB<Z BB sin C1 BC« c.C

sin ABA1< sin BCB1< SinCAOlqil
" sinA1CA< sinBiAB< sinCiBC<t

ahol az els@ 1épésben azt hasznaltuk ki, hogy a haromszogek egyenlé szariak, a mésodik lépésben pedig a szinusz-tételt.
Végiil a szamlaloban és a nevez6ben egyenld szogek maradtak, hiszen az oldalakra irt haromszogek hasonlésaga miatt
ABA1<<=C1BC«, BCBi<t = A1CA< és CAC1<=B1AB«. O

A kovetkez6 feladat az 1990. évi Kiirschék-versenyen szerepelt:

2. feladat (Kiirschak-feladat). Az ABC hdromszig beirt korének kizéppontja legyen K, a hozzdirt korok ko-
zéppontjai legyenek Ao, Bg, Co. Jelolje A1 a BC oldal és a BKC' szig felezdjének, By az AC oldal és a AKC' szdg
felezdjének, Cy1 pedig az AB oldal és a AK B szdg felezdjének a metszéspontjat. Ekkor az AgAy, BoB1, CoC egyenesek
egy ponton mennek dt.

Co

3. dbra

Bizonyitas. Ay, By, Cy a megfelels kiils6 szogfelez6k metszéspontja, igy az A, B, C cstcsok az AgBoCy haromszog
oldalaira esnek. Az AyA; egyenesre vonatkozo tavolsagarany az AgBoCy haromszoghen

CA, -sinBCAp<x  CA4 - Cos 3
A1B-sinCBAy<  A,B - cos g ’

Hasonléan kaphatok a BgBj és a CpC1 egyenesre vonatkozo tavolsdgaranyok, igy e harom arany szorzata

CA; AB, BC,
A1B BC C1A




A szogfelezstétel szerint mésfeldl
CA, CK AB, AK BC; BK
A4,B_ BK BC CKE & CGA 4K’
az emlitett harom arény szorzata tehat 1. Ceva tételének modositott valtozata szerint tehat az AgA;, BoB1, CoCh

egyenesek egy ponton mennek &t. [
A kovetkezd feladat egy olimpiai valogatdversenyen szerepelt 1991-ben:

3. feladat. Legyenek a PQRSTU hatszig szemkdzti oldalai pdrhuzamosak. Igazoljuk, hogy a szemkézti oldalak
felezdpontjait Gsszekoté MpoMsr, MorMru és MrsMuyp szakaszok egy ponton mennek dt (4. dbra).
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4. dbra

Bizonyitas. Hogy a Ceva-tételt alkalmazhassuk, talalnunk kell egy olyan haromszoget, amelynek a csticsain mennek
at a megadott szakaszok. Huzzuk meg a PS, QT és RU atlokat. Ismeretes, hogy egy trapéz atléinak a metszéspontja
rajta van a trapéz parhuzamos oldalait 6sszekdts kozépvonalan, ezért példaul Mpg, A és Mgr egy egyenesen vannak.
(Valoban, PQ és ST péarhuzamossaga miatt az APQ és az AST haromszogek hasonloak. Az A fixpontu kdzéppontos
hasonlosag, ami P-t S-be, Q-t pedig T-be viszi at, Mpg-t Mgr-be viszi, tehat ezek egyenese athalad A-n.) Egy kis
atfogalmazéassal most mar az a feladatunk, hogy belassuk, hogy az ABC haromszog cstcsain athaladé MpoMsr,
MorMry és MrsMyp egyenesek egy ponton mennek at. irjuk fel Mpg tavolsdgat az oldalaktél. Most azonban ne
az A csucsnal levs szoge(ke)t hasznaljuk, hanem az APQ héaromszog masik két szogét, amelyekrsl tobbet tudunk.
Eszerint Mpg tévolsaga az AB és AC oldalaktél PMpg - sin SPQ<, illetve Mpg(Q - sin PQT'<, és minthogy Mpg
sin SPQ<
sin PQT'<

T
méar emlitett hasonlésiga miatt g—s—sel egyenlS. Hasonloéan kapjuk, hogy Mprs-nek a BC és BA oldalegyenesekt6l vett

UR
tavolsagainak aranya TR’ mig Mpy tavolsdgainak ardanya a C'A és C'B oldalegyenesektdl ﬁ Ezen aranyok szorzata

1, tehét MpoMst, MorMry és MpsMyp valéban egy ponton mennek at. [J
Végiil egy érdekes tipusfeladat:

4. feladat. Legyenek az ABC hdromszégben az AD, BE és CF szogfelezék, a DEF hdromszdgben pedig a DG,
EH és FI szakaszok magassigok. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az AG, BH és C1 szakaszok egy ponton mennek dt.

felez6pont, ezek aranya . A szinusz-tétel szerint ez megegyezik E—Vel, ami az APQ és az AT S haromszogek

Ha pusztan az eredeti Ceva tétellel bizonyitanank, meglehetGsen sok, bonyolult aranyt kellene kiszamitanunk.
Szerencsére az altalunk hasznalt trigonometrikus valtozattal egy egyszerd, egyben joval altalanosabb allitast kapunk.

5. feladat. Ha az ABC hdromszogben az AD, BE és CF szakaszok egy ponton mennek dt, valamint o DEF
hdromszdgben a DG, FH és FI szakaszok egy ponton mennek dt, akkor az AG, BH és C1 szakaszok is egy ponton
mennek dt.

A




Bizonyitas. Legyen K az AD és EF, L a BE és DF, M pedig a CF és DE szakaszok metszéspontja. K tavolsaga
AB-t6l és AC-t6l FK -sin AFK <, illetve K E-sin K F A<. Hasonléan irhatjuk fel L és M tavolsagat az ABC haromszog
megfelel§ oldalaitol. Mivel AK, BL és CM egy ponton mennek at, felirhatjuk a Ceva-tétel modositott valtozatat az
ABC haromszogben:

FK-sinAFK< DL-sinBDL1< EM -sinCEM<

(1) KE -smnKEA< LF-smLEFB< MD-smMDC<

Masrészt a DEF haromszogre felirva az eredeti Ceva-tételt:

@ EK FL DM
KF LD ME

Megszorozva ezzel az el6z6 egyenletet, azt kapjuk, hogy

sin AFK< sinBDL< sinCEM<
sin KEA< sinLFB< sinMDC<

(3)

Hatra van még, hogy azt is kihasznéljuk, amit a DG, EH és FI szakaszokrol tudunk. A DEF haromszégben alkalmazva
Ceva tételét,

(4) GF HD IE

Elosztva ezzel (3)-at:

FG-sinAFK< DH-sinBDL< FEI-sinCEM<

. . =1
GE -sinKEA« HF -sinLFB< ID-sin MDC<«

(5)

)

ez az egyenlGség pedig éppen azt allitja, hogy az AG, BH és CI szakaszok megfelels oldalaktol vett tavolsagaranyainak
szorzata 1, azaz Ceva tételének modositott valtozata szerint ezek a szakaszok is egy ponton mennek at. [

Koszonetet szeretnék mondani Matolcsi Maténak a cikk alapotletéért, és azért is, hogy [4] dolgozatat felhasznal-
hattam.
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