I. kategéria: Szakkozépiskolak
Els6 (iskolai) fordulé

1. Melyek azok a 10-es szamrendszerbeli haromjegyt pozitiv egész szamok, amelyeknek szamjegyei koziil valamelyik
a 3-as, tovabbé a szamjegyek Osszege és szorzata egyenls?
9 pont

2. Az ABC héaromszog AB oldalan vegyiik fol az M és N pontokat agy, hogy AM = M N = N B legyen. Jelolje
Ay a BC és By az AC oldalak felez6pontjat, valamint P legyen a BBy és CN, K pedig az AA; és CM szakaszok
metszéspontja! Fejezze ki a PK szakasz hosszat az AB oldal hosszaval! 10 pont

3. Oldja meg az
2% y? —Tx - y? +10y° + 44zy — 154y + 484 = 0

egyenletet, ha x és y pozitiv primszamok! 11 pont

4. Van-e olyan n természetes szam, amelyre az A = 3n” + 3n + 7 kifejezés egy természetes szam kobével egyenls?
12 pont

5. A szimmetrikus ABCD trapéz hosszabbik alapja AB. Az ABC haromszogbe irt kor kdzéppontja O1, a BCD
haromszogbe irt kor kdzéppontja O,.
Bizonyitsa be, hogy 0103 merdleges AB-re! 13 pont

6. Egy elektronikus levelezGtarsasagnak 2004 tagja van. Kozilik néhéanyan személyesen is ismerik egymaéast (az
ismeretség kolcsonos). Bizonyitsa be, hogy a 2004 tag két csoportba oszthato ugy, hogy a csoportokon beliili személyes
ismeretségek szdménak Osszege nem tobb, mint a két csoport tagjai kozotti ismeretségek szamal 15 pont

Masodik fordulo

1. Oldja meg a valés szamok halmazan a kovetkezs egyenletet:

3 3 1
logs . log, © — logs % =3 + log, x. (8 pont)

2. Melyek azok az x, y raciondlis szdmokbol all6 szamparok, amelyekre teljesiil, hogy

625 625
4$_y:? es I—4y:F? (8p0nt)
3. Egy korbe beirtunk egy szabalyos haromszoget. Egyik oldalaval pArhuzamosan olyan szel6t hiztunk, mely metszi
a haromszog masik két oldalat és a kapott hiar —-6d része van a haromszogon beliil. Tudjuk még azt is, hogy mind a

haromszog oldala, mind a hdr haromszogon beliili és azon kiviili darabjainak mérdszama egész szam.
a) Mekkora a legkisebb ilyen haromszog oldala?
b) Milyen téavol van ez a hir a kor kézéppontjatol? (10 pont)

4. Az (a,) sorozatban a,11 =4 - a, — ai. Milyen a; egész szadm esetén lesz a sorozat egy bizonyos tagtol kezdve
allando6? (12 pont)

5. Az ABC derékszogi haromszoégben a C csicsbol az AB atfogora rajzolt magassagvonal az AB atfogot a D
pontban metszi. A C'D szakasz felez6pontja O, az A pontot az O-val 6sszekots egyenesnek a BC-vel valo kdzos pontja

M. Mutassa meg, hogy VB~ cos? o, ahol v a haromszog A csticsanal levs belss szoget jelenti! (12 pont)

Harmadik (d6nté) fordulo

1. Melyik az a legkisebb p egész szam, amelyre a

1 1
\/32x4+y+\/32x4—g—(p—2)~x2

egyenletnek van valés megoldasa?
Adja meg erre a p szamra az egyenlet Osszes valos megoldéasat! (12 pont)

2. Adja meg az Gsszes olyan n természetes szamot, amelyre a 3" + 63 kifejezés értéke négyzetszam! (12 pont)



3. Az ABCD tetraéderben a D cstcsnél levs élszogek derékszogek, az ABC haromszog szogei «, 3, v. Bizonyitsa

be, hogy
9 2
tgactgfctgy = = —
ctgactg Betgy 5 T3
ahol V az ABCD tetraéder térfogata, T pedig az ABC héaromszog teriilete! (16 pont)

II. kategoria: Altalanos matematika tantervi gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulo

1. Az a,, sorozatot (n természetes szam) a kovetkezGképpen értelmezziik:

n
=2 6 ap=an_1— ———, ha n>0.
ag es a Ap—1 (n+1)' a n

Adjuk meg a,-t n fliggvényében! 7 pont

2. Az ABCD konvex négyszog cstcsai egy koron vannak. A szomszédos oldalak felez6pontjait 0sszekdts szakaszok
a négyszogbdl négy haromszoget vagnak le. Igazoljuk, hogy e négy haromszog koriilirt korei egy ponton haladnak at!
7 pont

avV3+b
b3 +c

egész szam! 7 pont

3. Az a, b, ¢ olyan porzitiv egészek, amelyekre az tort értéke raciondlis szam. Bizonyitsuk be, hogy

a? + b2+
a+b+c

4. Az ABC héaromszdg beirt korének kdzéppontja O. Az OAB, OBC, OC A haromszdgek stlypontjai rendre C’,
A’ B'. Igazoljuk, hogy az AA’, BB', CC' szakaszok egy ponton mennek &t! 7 pont

5. Igazoljuk, hogy 102 darab pozitiv egész szam koziil kivalaszthato kettd agy, hogy azok kiilonbsége vagy Osszege
oszthato legyen 200-zal! 7 pont

Masodik fordulo

1. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert (x, y, z valds szamok):

(1) Vo +y+ve—y=10,
(2) x? —y? — 2% = 476,
(3) o(g lyl—lgz) _ 1

2. Az ABC haromszog BC oldalan van a By és C1, AB oldalan a Bs, AC oldalan a Cs pont. By By parhuzamos AC-
vel, C1Cy parhuzamos AB-vel. A By B és C1C5 egyenesek metszéspontja D. Jelolje a BB1 Bs és CC1Cy haromszogek
teriiletét T és Te.

a) Igazoljuk, hogy ha Tp = T¢, akkor az ABC haromszog stlypontja rajta van az AD egyenesen.

T
b) Hatarozzuk meg T—B értékét, ha D az ABC héaromszog beirt korének kézéppontja és AB =4, BC =5, CA = 6.
c

3. Egy szabéalyos Otszog cstcsaiba egy-egy valos szamot irtunk, majd az Otszdg oldalaira és &atloira felirtuk a
végpontoknal levs szamok Osszegét.
Bizonyitsuk be, hogy ha az ut6bbi 10 szdmbdl 7 egész, akkor mindegyik egész kell legyen.

4. Okos Otto6 felsorolta az n természetes szam pozitiv osztoit nagysag szerinti sorrendben. Els6ként az 1-et, majd
sorban egymas utan, végil nyolcadikként kovetkezett az n. A hatodikként felsorolt osztorol tudjuk, hogy 20 < d < 25.
Mi lehetett n?

Harmadik (d6nt6) forduld

1. Az n pozitiv egész szam ,elbiivols”, ha létezik n darab olyan (nem feltétlenil kilénboz6) aq,aq,...,a, egész
szam, hogy a1 +as+ ...+ a, = a1 -as - ... a, = n. Melyek az ,elbtivols” szamok?

2. A feladatban szerepls valtozok pozitiv valds szamokat jelentenek.



a) Bizonyitsuk be, hogy

b) Igaz-e minden esetben, hogy

21 p2 1 2 3 b
\/a+3+c+1+1+1Za+3+c+3abc?
a b T ¢

3. Az ABC hegyesszogi haromszogben az A cstcsnal levs szog: a = 60°, AB =¢, CA=bés b > c. A haromszog
magassagpontja M, koré irt korének kézéppontja O. Bizonyitsuk be, hogy

I. ha az OM egyenes az AB oldalt X-ben, a C' A oldalt Y-ban metszi, akkor az AXY haromszog keriilete b + c;

IL. OM =b—c.

II1. kategoéria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok
Els6 (iskolai) fordulé

1. Bizonyitsuk be, hogy egy ABCD hurnégyszégben

AC _ DA-AB+BC-CD
BD AB-BC+CD-DA’

7 pont

2. Hany 0 < 2 < 2004-re teljesiil  + |2%] = 2 + |2]? (Itt |c] a ¢ valos szam (alsé) egészrészét jeldli, azaz a
legnagyobb olyan k egész szamot, amelyre k < c.) 7 pont

3. Nevezziink harom, nem feltétleniil kiilonb6z6, 1-nél nagyobb egészt baratsdgos szdmhéarmasnak, ha barmely
kett6 6nmaganal kisebb pozitiv osztéinak az Osszege a harmadik szdm. Hatarozzuk meg az Osszes olyan baratsagos
szamharmast, amelyben a(z egyik) legnagyobb szam paros. 7 pont

4. Tekintsiik a pozitiv egészek olyan, &k (kiilonb6zs) elembdl 4llo A részhalmazat, amelyre, ha két (nem feltétlendl
kiilénb6z6) pozitiv egész egyike sem eleme A-nak, akkor az Gsszegilk sincs A-ban. Maximéalisan mennyi lehet az A
elemeinek az Osszege? 7 pont

5. Tekintsiink egy négyoldalu gulat, amelynek az alapja hurnégyszog. Vetitsiik a gila magassaganak talppontjat
merGlegesen a gula négy oldalélére. Bizonyitsuk be, hogy a négy vetiilet egy koron van. 7 pont

Masodik (dontg) forduld

1. Egy trapézt az egyik szaraval pArhuzamosan egy paralelogrammaéra és egy haromszogre bontunk, és megrajzoljuk
a trapéz és a paralelogramma 4tl6it. Mennyi a trapéz parhuzamos oldalainak az aranya, ha a harom 4tl6 altal hatéarolt
haromszog teriiletének és a trapéz teriiletének az aranya maximalis?

2. Hatarozzuk meg a legnagyobb olyan k egészt, amely rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal: Minden olyan esetben,
amikor az x, y egész szdmokra xy + 1 oszthato k-val, akkor x + y is oszthato k-val.

3. Haydn és Beethoven a kovetkez§ jatékkal iinneplik Mozart sziiletésnapjat. Felvaltva mondanak szamokat a
kovetkez6 szabaly szerint. ElGszor Haydn kimondja a 2 szamot. Ett6l kezdve a soron kovetkezd jatékos az addig
elhangzott szamok koziil kettének az Osszegét vagy a szorzatat mondhatja (szabad egy szamot 6nmagaval is 6sszeadnia
vagy megszoroznia), de mindenképpen olyan szamot kell mondania, amely kordbban nem hangzott el és 1756-nal nem
nagyobb. Az nyer, aki els6ként tudja kimondani az 1756-ot. Kinek van nyer§ stratégiaja?



