KEZDOK
Els6 fordulo

Mindharom kategoria

1. Igazolja, hogy n® — 10 101n? + 2n — 111 mindig oszthaté 3-mal, ha n pozitiv egész szam! (6 pont)

2. Az alabbi tablazat két osztaly matematika csoportjainak jegyeit tartalmazza. Ki tudunk-e cserélni a két cso-
portban két gyereket tigy, hogy a két csoport atlaga megegyezzen? (6 pont)

O9.A.
m9.B.

cunwrao

3. Adottak a sikon az azonos koriiljarasut ABCD és CEFG kozos C' csticst négyzetek, a B cstics nem esik egybe az
E-vel és a D cstcs nem esik egybe a G-vel. Legyen H a BE szakasz felez6pontja! Bizonyitsa be, hogy a CH egyenes
mer6leges a DG egyenesre! (8 pont)

A B

4. Mely z, y és z valos szamokra teljesiil a kovetkezs egyenlGség?

1

2 2
2x — 4 6=———
Ay ir oAyt 2244245

(10 pont)

5. Megadhato6-e a sikon 5 kiilonb6z6 pont gy, hogy semelyik hdrom nem esik egy egyenesre és barmely harom
altal alkotott haromszog azonos teriiletd? (10 pont)

Masodik (dontg) fordulo

I. kategéria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanul6 szakkozépiskolai és
gimnaziumi tanulék

1. Adott a sikon hérom nem egy egyenesre esé pont gy, hogy az édltaluk meghatarozott haromszog nem egyenls
szaru. Hanyféleképpen vehetd fel ezen a sikon az adott pontoktél kiilonbozé negyedik pont gy, hogy az igy kapott
négy pontbdl alloé halmaznak legyen szimmetriatengelye?

2. Az A, B, és C halmazok elemei természetes szamok. Az A-ban a négyzetszamoknal 20-szal kisebb, a B-ben a
10-zel osztva 2 maradékot ado, mig a C-ben a négyzetszamoknal 69-cel nagyobb szamok vannak. Keresse meg azokat
a szamokat, amelyek az A, B, és C halmazok koziil pontosan két halmaznak elemei!

3. Mennyi a \/(:10 —3)’ +(y+1%+ \/(:10 —7)? + (y + 3) kifejezés legkisebb értéke, ha x és y valos szamok és
r+2y—1=07

I1. kategoria: T6bb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé szakk6zépiskolai és (nem
specialis tanterii) gimnaziumi tanulék



1. Mennyi a \/(:1: -3+ (y+1)7+ \/(:1: —7)% + (y + 3)* kifejezés legkisebb értéke, ha z és y valos szdmok és
r+2y—1=07

2. Egy négyszog harom szomszédos oldala egységnyi hossztisagu és az altaluk bezart szogek 80° és 160°. Mekkora
a négyszog masik két szoge?

3. Legyenek p, g és r 3-nal nagyobb primszamok! Bizonyitsa be, hogy a

qr(r —q) +pq(q —p) +rp(p — )

kifejezés oszthato 48-cal!
ITI. kategoéria: Specidlis tantervi osztalyokban tanul6k

1. Legyen P egy (nem elfajuld) paralelogramma bels pontja. Huzzunk P-n keresztiil a paralelogramma oldalaival
parhuzamos egyeneseket. Ezek a paralelogrammat a T3, 15, T3, Ty teriiletd részekre bontjak fel agy, hogy Th < Tsp <
T3 < Ty. Legfeljebb hanyadrésze lehet T, a paralelogramma teriiletének?

2. A k, m, n egész szamokra teljesiil, hogy n 4+ 1 = k*m — 2km és n + 2 = (km + 1)2. Mennyi lehet a kmn + 1
értéke?

3. Ertelmezziik a valés szamok halmazan a kovetkezo fiiggvényeket:
fi@) =|lz| = 1] és falz) =|fn-1(z) —n|, ha n>2!

Az f,(x) fiiggvénynek zérushelyei a —S,, és S,, szamok, ahol S,, az els6 n pozitiv egész szam Osszege.

a) Mutassa meg, hogy az f,(z) fliggvénynek a —S,, és S, szamokon kiviil mas zérushelye nincs.

b) Jelolje T'(n) az f, figgvény grafikonja és az x tengely kozti teriilet mértékszamat a [—Sy,; S, intervallumban.
Bizonyitsa be, hogy T'(n) egész szam!

¢) Mely n > 2 egész szamokra lesz T'(n) — T'(n — 1) oszthaté 2005-tel?

HALADOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6radban matematikat tanulé
szakkozépiskolai és gimnaziumi tanul6k

Elsé (iskolai) fordulé

1. Egy valos szam négyzetgyoke legfeljebb mennyivel lehet nagyobb magéanal a szamnéal?
2. Hatéarozza meg az Osszes olyan x egész szamot, amelyre 22 + 19z + 95 négyzetszam!

3. Egy derékszogld haromszog egyik befogdja egy kocka éle, masik befogdja ugyanennek a kockdnak lapatldja.
Bizonyitsuk be, hogy a haromszognek van két egymésra merdleges silyvonala!

4. Egy 12 egységnyi alapt egyenls szari haromszogbe félkort irunk gy, hogy a félkor atmérdje a haromszog alapjan
van, a félkor ive pedig érinti a haromszog szarait. Mekkora a félkor sugara, ha a félkoriv az alaphoz tartozd magassigot
a csucshoz kozelebbi harmadolépontban metszi?

5. Osszeadjuk egy 2004 jegyti, 9-cel oszthato szamnak a szamjegyeit. Az eredmény szamjegyeit Gjra osszeadjuk,
végiil 6sszeadjuk az igy kapott szam jegyeit is. Mit kaptunk?

Masodik fordulo

1. Kincskeres§ mitszeriink hatosugara d méter. (A miszer d sugart kornyezetében 1évd kincs jelenlétét jelzi ki.)
A kincs egy ABC haromszog belsejében lehet. A haromszog oldalai AB = 30 m, BC = 40 m, CA = 50 m. Csak a
haromszog hataran mozoghatunk.

Legalabb mekkora d esetén lehetiink biztosak abban, hogy észleljiik a kincs jelenlétét, barhol is van elasva?

S . a+b  a+b :
2. Az a, b, ¢ paronként kiillonb6z6 pozitiv egész szamokra s = DT teljestil. Igazoljuk, hogy ekkor az
c c

ax + cy = b* egyenletnek mindig van pozitiv egész szamokbol allé (x;y) megoldasa.




3. Tekintsiik azokat a legaldbb kétjegyd tizes szamrendszerbeli szamokat, amelyeknek elsé szdmjegye 1, a tobbi
pedig mind egyforma, de nem 0. Ezek kozott a szamok kozott hany négyzetszam van?

4. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az aldbbi egyenletet a és b ismeretlenre:

51+ 10v2

Harmadik (d6nté) fordulo

1. Egy sakk-korversenyen csak nagymesterek és mesterek vettek részt. Az utobbiak szdma 3-szor annyi volt, mint a
nagymestereké, elért pontjaik egyiittes szama pedig 1,2-szerese volt a nagymesterek pontszamai Osszegének. A jatékosok
kétszer jatszottak egymassal (egyszer sotéttel, egyszer vilagossal), gy6zelemért 1 pont, dontetlenért 0,5 pont, vereségért
0 pont jart. A verseny végén volt-e az els6 3 helyezett kozott mester?

2. Az ABCD négyszig egységnyi teriiletii. Az ABC, BCD, CDA, DAB haromszogek sulypontja rendre D', A’,
B’, C'. Mekkora az A'B'C’' D' négyszog teriilete?

3. Egy busztarsasag egyik korszerd jarmive fedélzeti szamitogéppel van felszerelve. A szamitogép megbecsiili,
mennyi id6 mulva érkezik meg a busz a kovetkezs alloméashoz. A becslést ugy végzi, hogy az utbdl eddig megtett
szakaszra kiszamolja az atlagsebességet, és feltételezi, hogy a hétralevd ttszakaszt is ilyen atlagsebességgel fogja meg-
tenni.

Egy alkalommal a busz a f6varostol 100 km-re fekvd telepiilésre indult. Az indulas utan 40 perccel a szamitogép azt
jelezte, hogy még 1 6ra van hatra a megérkezésig. Ezutan 5 6ran keresztiil folyamatosan az volt olvashaté a kijelz6n,
hogy a busz 1 6ra mulva érkezik célba.

Mekkora része volt még hatra az atnak az induléstél szamitott 5 6ra 40 perc elteltével?

I1. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanuld
szakkozépiskolai és (nem specialis tanterti) gimnaziumi tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

1. Hatarozza meg az Osszes olyan x egész szamot, amelyre 22 + 192 + 95 négyzetszam!

2. Egy 12 egységnyi alapt egyenld szart haromszogbe félkort irunk ugy, hogy a félkor atmeérgje a haromszog alapjan
van, a félkor ive pedig érinti a haromszog szarait. Mekkora a félkor sugara, ha a félkoriv az alaphoz tartozé magassagot
a kozelebbi harmadolépontban metszi?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogi haromszog koriilirt és beirt korének kozéppontjat 6sszekots egyenes az
atfogoval 45°-0s szOget zar be, akkor a haromszog egyik szoge 30°-os.

4. Bizonyitsuk be, hogy
a) 229 1 2 nem lehet két négyzetszam Osszege,
b) 22905 12 pedig felbonthat6 két négyzetszam Osszegére.

5. Négy valos szambol 4116 paronként kéttaga Osszegeket képziink. A hat Osszeg koziil négy darab racionalis, kettd
irraciondlis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az eredeti négy szam Osszege racionalis.

Masodik fordulo

1. Kincskeres§ miiszeriink hatosugara d méter. (A miszer d sugart kornyezetében 1évs kincs jelenlétét jelzi ki.)
A kincs egy ABC haromszog belsejében lehet. A haromszog oldalai AB = 30 m, BC = 40 m, CA = 50 m. Csak a
haromszodg hataran mozoghatunk.

Legalabb mekkora d esetén lehetiink biztosak abban, hogy észleljiik a kincs jelenlétét, barhol is van elasva?

2. Adott 17 darab pozitiv egész szam, amelyek primosztoi a pozitiv p, ¢, r, s primszamok koziil keriilnek ki.
Bizonyitsuk be, hogy a 17 szam koziil kivalaszthaté két olyan, amelyek szorzata négyzetszam.

3. Igazoljuk, hogy egy egységéli kocka feliiletén van olyan pont, melybdl a feliilet barmely masik pontja legfeljebb
2 egység hosszi uton elérhetd, ha csak a kocka feliiletén haladhatunk!

4. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezs egyenletet:
1 1 2 2

(+Vitve)  (-vitva)  (+vitve) (-vitva)

=0.



Harmadik (d6nt6) forduld

1. Egy derékszogl haromszog atfogdjanak felezGmerGlegese a haromszog teriiletét 1:n ardnyban osztja, ahol n
pozitiv egész szam. Mekkorak lehetnek a haromszog hegyesszogei?

2. Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész szam reciproka felirhaté 2005 darab — egymastol paronként kiilonb6z6
— porzitiv egész szam reciprokidnak osszegeként.

3. Adott a sikon n darab pont (n > 3). A pontok koziil barmely harom lefedhets egy egységnyi teriiletd haromszog-
lappal. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az 6sszes (mind az n darab) pont lefedhetd egy 4 egység teriiletd haromszoglappal.

II1. kategoria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék
Els6 (iskolai) fordulé

1. Az a,, szamtani sorozat elemei pozitiv egészek. Mutassuk meg, hogy ha a sorozat elemei kozott van négyzetszam,
akkor végtelen sok van!

2. Igazoljuk, hogy egy egységéli kocka feliiletén van olyan pont, melybdl a feliilet barmely masik pontja legfeljebb
2 egység hosszi tton elérhetd, ha csak a kocka feliiletén haladhatunk!

3. Igazoljuk, hogy ha az zx, y, z valés szdmokra teljesiil az
r+y+z2=6 ¢ésaz zxy+yz+zx=9

egyenlGség, akkor az z, y, z szdmok mindegyike nemnegativ és nem nagyobb 4-nél.

4. Az ABCD konvex négyszogben az ABD< = 20°, a DBC< = 60°, az ADB< = 30°, és a BDC< = 70°.
Bizonyitsa be, hogy a négyszog teriilete

-(AB-CD+ AD - BC) !

N~

5. Legyen f egy olyan fliggvény, ami egész szamparokhoz 1-et vagy —1-et rendel a kdvetkezs szabalyok szerint:

és minden (k,l) egész szamparra

Fle, 1) fk+1,1) f(k,1+1) =1, valamint
FD) Fk—1,0) fk1—1) = 1.

Mennyi f(2005%,2005) értéke?
Masodik (dontg) forduld

1. Egy derékszogl haromszogbe kétféle modon irunk négyzetet agy, hogy a négyzet csticsai a haromszog keriiletén
legyenek. Legfeljebb hanyadrésze lehet a két négyzet teriiletének Gsszege a haromszog teriiletének?

2. Egy asztalon 1004 doboz &ll, mindegyikben egy goly6 van, ami fehér vagy fekete. Tudjuk, hogy van néhény
fehér golyo, Osszesen paros sok. Egy 1épésben ramutathatunk barmelyik két dobozra, és megtudjuk, van-e fehér golyo
a parban.

Legalabb hany kérdés kell ahhoz, hogy biztosan talaljunk két fehér golyot tartalmazé dobozt?

3. Adott a sikon egy pont és egy egyenes. Korzé hasznalata nélkiil szerkessziik meg a pontnak az egyenesre
vonatkozo tiikorképét. Hasznalhatunk egyenes vonalzot a szokisos mddon és egy egységsugara korlapot, aminek nem
ismerjiik a kozéppontjat. Ez utobbit korvonalzoként hasznalhatjuk, vagyis a sikon adott ponton, illetve pontokon
atmend egységsugart korvonalakat tudunk rajzolni, de a kdzéppontokat nem tudjuk bejeldlni.



