Az els6 részberd] azt a kérdést vetettiik ol hogy milyen szamhéarmasokat lehet elgallitani egy adott (a;b; ¢) szam-
harmasbol kiindulva, ha egy-egy lépésben felcserélhetjiik egy szamharmasban az elemek sorrendjét, illetve egy méar
meglévs (z;y; z) szamhéarmasbol elkészithetjik az (z;y;2x + 2y — 2) szdmharmast. Az (a;b;¢) ~ (x;y;z) jelolést
hasznaltuk arra, hogy az (a; b; ¢) szamharmasbol el lehet jutni az (x;y; z) szdmharmasba. Lattuk, hogy ez ekvivalen-
cia relacio. Bevezettiik az n(a;b;c) = a® + b 4 ¢ — 2ab — 2bc — 2ca mennyiséget, amelyrdl lattuk, hogy invarians,
nem valtozik a lépések soran: az egyes ekvivalencia osztalyokon beliil tehat alland6. Ha a + b + ¢ paros, akkor az

N(a;b;c) = Zn(a;b; c) egész szdmot a szamharmas normdajanak hivtuk. Ez az invarians kozvetleniil nem bizonyult

elég érzékenynek az A. 376. feladat megoldasara: N(5;13;42) = N(1;21;42) = 79 és mivel nem bizonyitottuk be
— nem is igaz —, hogy egyenlé normdji szdmhéarmasok ekvivalensek, a fenti egyenlGség ténye nem valaszolja meg a
feladat kérdését. Most mutatunk egy az eddigieknél sokkal ravaszabb invaridnst. A szamolasok soran hivatkozas nélkiil
hasznaljuk majd a norma tulajdonsagait, amelyeket a cikk els6 részében igazoltunk.

Lanctortek

Egy z valés szamhoz hozzarendelhetiink egy lanctort alakot:

. 1
z=a
0 N 1
a4+ —_
' 1
as + —
Az ag,a1,az, ... egész szamokat a lanctort jegyeinek hivjuk és a kovetkez6képpen szamolhatok: legyen 2o = z, ag = [20],
z1 = ————, ha zp nem egész, a1 = [21], altalaban pedig z; = —————— ha z;_1 nem egész és a; = [z;]. Ha z;
2o — [#0] zio1 — [zi-1]
egész, akkor megallunk.
Példa.

1 1
5= —6+04=—6+ - =6+ =6 .
: 0 Tas T P aros T P and

Ha z nem racionalis, akkor nem kaphatunk véges lanctortet, mert ezek racionalisak. Ilyenkor egészek végtelen sorozatéat
kapjuk.

Példa.

A kovetkezSkben ezt ugy jeloljiik, hogy
—5,6 = L(—6;2;2), illetve +2=L(1;2;2;...)=L(1;2).

Konnyen lathato, hogy ag € Z tetszéleges lehet, de ai-t6l kezdve a jegyek pozitivak, ugyanis 1 > z; — [z;] > 0.
(Részletesebb) bevezetést ad a lanctortekbe Freud Robert — Gyarmati Edit: Szdmelmélet cimi konyvének 8.3. fejezete.

A tovabbiakban olyan specidlis szdmokra lesz sziikségiink, amelyek lanctort alakja periodikus. A fenti példak koziil
ilyen a V/2: a lanctort alak peridédusa az egytagu ,,2” sorozat, amit igy jeloliink: L(\/i) = (2). A periodicitast itt is agy
értelmezziik, mint a tizedestorteknél: elegendd, ha az a,, sorozat valahonnan kezdve periodikus, azaz ha z; = L(3;1;2),
23 = L(5;1;4;2), akkor L(z1) = L(z2) = L(v/2) = (2).

Feladat. Milyen szam lanctort alakjai az alabbi sorozatok:
L(2;2;...)=L(2); L(3;1;2); L(5;1;4;2)?

Most bizonyitas nélkiil kimondunk két tételt.

III. tétef. A z szdm ldnctort alakja akkor és csak akkor periodikus, ha z = a alaki, ahol a, b, c egészek,

b > 0 nem négyzetszam és ¢ # 0.

1K6MalL, 2005/10, 398-405. oldal.
2A II1. tétel bizonyitasa megtalalhaté Niven —Zuckerman, Bevezetés a Szdmelméletbe, Miiszaki Kiadé (Budapest, 1978) c. kdnyvének
146-148. oldalan.



Hivjuk a z; és a z5 valés szamokat hasonlonak, ha a két szam lanctort alakjaban véges sok, nem feltétleniil ugyan-
annyi kezdeti jegyet elhagyva a megmarad6 jegyek sorozata azonos. Két véges lanctort nyilvan hasonlé és hasonlok
példaul azok a szamok is, amelyeknek L(3;1;2), illetve L(5;1;4;2) a lanctort alakja.

IV. tétel. A z1 és zo wvalds szamok pontosan akkor hasonlék, ha léteznek olyan m, n, k, € egészek, amelyekre
. kzy + ¢

l[kn —ml] =1 és 29 = ————.
mzi+n

A IV. tételnek valojaban csak arra a kovetkezményére van sziikségiink, hogy ha z; lanctortalakja periodikus, és zo

a tétel szerinti kifejezése zi-nek, akkor z; és zp hasonlok. A hasonl6sag ebben az esetben azt jelenti, hogy 2z lanctort

alakja is periodikus, a két periodus azonos, Z(zl) = L(z2), bar az egyenls periodusok a két lanctort alakban dltalaban
nem ugyanott kezd&dnek.

§, 29 = é Irjuk fel zo-t 2y = LoSad alakban, ahol |kn — m¢| = 1. Oldjuk meg a
6 7 mzi+n
feladatot akkor is, ha z; = L(3;1;2) és zo = L(2).

b) Adott valos szamokra legyen 2z ~ 2o, ha 25 felirhato z1 segitségével a IV. tétel szerinti alakban. Igazoljuk, hogy
~ a val6s szdmok halmazan ekvivalencia relacio.

¢) Igazoljuk, hogy ha z; és zo racionalis szamok, akkor zy felirhatd z1 segitségével a IV. tétel szerinti alakban.

Feladatok. a) Legyen z; =

Megoldas az A. 376. feladatra. Tekintsiik a kovetkezs kifejezést:

fa3 b ] —’H'S_C-I—VN(a;b;c)
a;b; c] = )
a

Ekkor
=—1.

wse NGRSOy N@EG | Nlasbe) - (3me)’
a b ab

Azt kaptuk, hogy [a; b;¢] - ([b;¢;a] — 1) = —1, vagyis [b;¢;a] = 1 —[a; b; ', A III. tétel szerint [a; b; ] lanctort alakja
periodikus, ha a # 0 és N (a; b; ¢) nem négyzetszam. A IV. tétel feltételei tehat teljesiilnek ak =m=1,4=—-1,n=0
szereposztéssal, ezért a két szam, [a;b; c] és [b; c; a] lanctort alakjanak azonos a periddusa: Z([a; bid]) = Z([b; ¢ al).

Az L([a;b;]) sorozat tehat nem valtozik, ha a szdmharmas elemeit ciklikusan permutaljuk. Az a, b, ¢ elemek
hatféle permutacioja igy — legfeljebb — két lanctortperiodust hataroz meg: Z([a; b;c])-t és E([b; a; c])-t. Nézziik most
meg, mi torténik Z([a; b; c])-vel a mésik, (a;b;¢) = (a;b;2a 4 2b+ ¢) lépés soran.

A definiciok alapjin konnyen ellenérizhets, hogy

atb—(2a+2b—c) N (a4 D 24 2b =
[a;b;2a +2b—c] = 2 +v/N(a,b,2a + c):
a

__atb—c N(a:b:
— 2 + (a7 ,C) :—[b;a;c]_l.
a

Mivel a IV. tétel szerint L(—[b;a;c]™ ') = Z([b; a;c]), azért innen
Z([a; b;2a+2b—c]) = z([b; a;d])

kovetkezik: az (Z([a; b; c]);f([b; a;c])) par tehat invaridns! Hogy tényleg olyan erés, mint ahogy igértiik, az nyomban
kideriil, amint raeresztjiik az A. 376. feladatra:

s - 20 g,
13542 - =2V T,
I L =S gan )]
[21;1;42] = #ﬁ =1(-L 117, 1;7,1;16).

Azt kaptuk, hogy L([5;13;42]) = (2;1;1;1;5;3) és L([13;5;42]) = (3;5;1;1;1;2), mig

L([1;21;42]) = L([21;1;42]) = (1;7;1;16).



Mivel ez a két peridduspar nem azonos, nem juthatunk el az (5;13;42) szamharmashol az (1;21;42) szamharmasba a
megadott lépésekkel.

Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy az Z([a;b; c]) és E([b;a;c]) periédusok altalaban is vagy egyenlSk, vagy
pedig egymés palindroméi. Ami fontosabb, hogy egy ilyen peri6duspar mar majdnem egyértelmien hatérozza meg
a szamharmas ekvivalencia osztalyokat: ha két szdmharmasra ez a par azonos, akkor barmelyikiikb6l el lehet jutni
a masiknak egy raciondlis tobbszordsébe a megadott lépésekkel. Meg lehet ugyanis mutatni, hogy egy periodikus

lanctorttel rendelkezé z szambol el lehet jutni egy tisztan periodikus lanctorthoz az f(z) = —— és g(z) = 1 — —
fiiggvények néhany egymasutani alkalmazasaval. Egy tisztan periodikus lanctortbél pedig kiszamolhatjuk [a; b; ¢]-t. Az
egyetlen probléma, hogy [a; b; ] = [ka; kb; kc] miatt a tisztan periodikus lanctort csak konstans szorzo erejéig hatarozza
meg a szamharmast, de az kénnyen meggondolhato, hogy ha [a;b; c] = [z;y; 2], akkor létezik olyan r racionalis szam,
hogy r(a;b;c) = (233 2).

Egy osztaly grafja

Egy ekvivalencia osztaly természetes moédon meghatéroz egy grafot. Mivel a ~~ relacidban érdektelen az elemek
sorrendje, a graf cstucsai legyenek az ekvivalens szamharmasok elemeibdl all6 haromelemi halmazok és egy (a;b;c)
szamharmast kossiink 6ssze éllel a bel6le kozvetleniil elerhets (a;b; 2a + 2b — ¢), (a;2a + 2¢ — b; ¢), (2b+ 2¢ — a;b;¢)
szamharmasokkal. Lehetséges, hogy e harom szdmharmasbol ketté azonos, s6t, az is megtorténhet, hogy egyikiik
megegyezik az eredetivel: a hurokélt ilyenkor hagyjuk el. Az igy ad6dé graf nyilvan Gsszefiiggs, a csicsai pedig legfeljebb
harmadfokuak.

Tekintsiik az olyan szamharmasokat, amelyekben van pozitiv és negativ szam is. Hivjuk az ilyen szamharmasokat
maghdrmasoknak. Ezek a fenti graf egy részgrafjat feszitik ki, amelyet magnak fogunk hivni. A magban a pontok foka
legfeljebb kettd, ugyanis egy magharmas eltérd elGjeli szamat lecserélve nem magbeli szAmharmast kapunk.

Célunk a mag és az eredeti graf leirasa.

Az els6 kérdés, hogy van-e egyaltalan magharmas, illetve ha igen, akkor hany van. Lattuk, hogy egy osztalyon
beliil n(a;b;c) invarians. Azt allitjuk, hogy ha ez a mennyiség az adott osztalyra nem pozitiv, akkor az osztaly nem
tartalmaz maghdarmast, ha pedig pozitiv, akkor legfeljebb csak véges sokat. Tegyiik fel ugyanis, hogy a < 0 < b. Ekkor

(a+b—c)* = n(a;b; ¢) + 4ab < n(a; b; ¢) — 4.

Ha n(a; b; ¢) < 0, akkor ez nyilvan nem lehetséges. Ha n(a; b; ¢) > 0, akkor csak véges sok négyzetszam kisebb n(a; b; c)-
nél és mindegyikiik legfeljebb véges sok (a;b) és igy legfeljebb véges sok (a; b; ¢) szamharmast hataroz meg. 0O

Feladatok. a) Bizonyitsuk be, hogy n(0; k; £) négyzetszam.
b*) Bizonyitsuk be, hogy ha n(a; b; ¢) négyzetszam, akkor léteznek olyan k, ¢ egészek, hogy (a;b; c) ~ (0; k; £).

Legyen n(a; b; ¢) adott. Az A. 376. feladat megoldasakor lattuk, hogy az n(a;b; ¢) invarians nem vélasztja szét az
ekvivalencia osztalyokat, tobb olyan ekvivalencia osztaly is lehetséges, amelynek elemeire n(a;b; ¢) ugyanaz az érték.
Megmutatjuk, hogy ha n(a;b;c) > 0 és nem négyzetszam, akkor ha nem is egyetlen, de mindenképpen csak véges
sok olyan osztély van, amelynek elemeire n(a;b;c) az adott értékkel egyenls. Ehhez elég megmutatni, hogy minden
osztalyban van magharmas, ezek szama ugyanis, mint lattuk, véges. Mivel n(a; b; ¢) nem négyzetszam, igy a fenti feladat
szerint egyetlen szamharmas sem tartalmazhatja a 0-t. Masrészt harom pozitiv szdmot tartalmazé szdmharmas nem
lehet OsszekOtve harom negativ szamot tartalmazé szamharmassal, hiszen szomszédos szamhéarmasokban két szam
azonos. Ha tehat n(a;b;c) nem négyzetszam és az (a;b;c) szamharmas osztalya nem tartalmaz maghéarmast, akkor
az ekvivalencia osztaly minden szdmharmasa azonos elGjeld szamokbol all: mindegyikiik pozitiv vagy mindegyikiik
negativ. A (—1)-gyel valo szorzas miatt feltehetjiik, hogy minden szamharmas csupa pozitiv szamot tartalmaz. Ennek
mond ellent az alabbi

V. tétel. Ekvivalensek az (a;b;c) egész szamhdrmasokra:
(1) minden z, y, z szamhdrmasra (melyre (a;b;¢) ~ (;v,y,z)) teljesiil, hogy x,y,z > 0;
(2) n(a;b;¢) <0 ésa > 0.
1
Bizonyitas. (1) = (2). a > 0 trivialisan teljesiil. Tegyiik fel, hogy n = n(a;b;c) > 0, ekkor persze N = Y 0
(még ha nem is feltétleniil egész). Legyen 0 < & < y < z olyan, hogy (a;b; ¢) ~ (x;y;2) és  + y + z minimélis. Ekkor

20 +2y—z > z,igyx+y > 2. Tehat z = x +y — 2/azy+ N > y, igy © > 2/ay+ N > 24/22+0 = 2z, ami
ellentmondas.
rT+y—2=z 2
(2)=(1). zy= (T) — N > 01igy z, y, z elGjele megegyezik, ez minden lépésben teljesiil. Mivel a > 0,
igy a végén x,y,z > 0.
Tehat azonnal kapjuk, hogy véges sok osztély van, ha n(a;b;c) > 0.

Feladatok. a) Bizonyitsuk be, hogy akkor is véges sok osztaly van, ha n(a;b;c) < 0, vagy ha pozitiv négyzetszam.



b) Igazoljuk, hogy ha n(a;b; c) = 0, akkor végtelen sok osztaly van. Mik ezek?

Folytassuk a névadast: azon szdmharmasokat, amelyekben mind a harom szam elGjele megegyezik, héjhdrmasoknak
fogjuk hivni. Tekintsiik a 0 < a < b < ¢ szamokat. Ezekre 2b+ 2c — a > ¢, illetve 2a + 2¢ — b > ¢, tehat, ha a-t vagy b-t
lecseréljiik, akkor olyan héjharmast kapunk, amelyben a legnagyobb szam értéke nétt. Hasonlo allitas igaz a negativ
elemd szamharmasokra is. Ennek az egyszeri észrevételnek messzemend kovetkezményei vannak:

VI. tétel. a) Héjhdarmasok nem alkothatnak kért.
b) Két maghdrmast nem kothet dssze héjhdrmasokbol dllo it.

Bizonyitas. Mindkét esetben feltehetjiik, hogy a héjharmasok pozitiv szdmharmasokbol allnak (ha nem, akkor
szorozzuk az egészet (—1)-gyel).

a) Tegyiik fel, hogy van héjharmasokbol allo kor és tekintsiik a korben el6fordulo legnagyobb szamot. Legyen ez
Cm, az ezt tartalmazé szamhéarmas pedig legyen (am; bim; ¢m), ahol 0 < a, < by, < ¢p,. Az észrevétel szerint a,,-et vagy
bm-et lecserélve c,,-nél nagyobb szamot kapunk, tehat a szamharmas mindkét szomszédjénal c,,-et kellett lecserélniink.
A két szomszéd tehat megegyezik, ez pedig kérben nem lehetséges.

b) Tegyiik fel, hogy van két magharmast Gsszekotd héjharmasokbol allo ut. Legyen ¢ — to — -+ = t_1 — ty,
egy Gt a grafban, ahol ¢, = (ag; by; cx). Feltehetjiik, hogy a1 <0< b1 <¢1 ésa, <0<b, <c,és0<a, <bg < cg,
ha 2 < k < n — 1. Most is vegyiik a 3n szam koziil a legnagyobbat. Az el6bbi gondolatmenet szerint ez nem lehet
c2,...,cn—1 egyike sem. Nem lehet viszont c¢; és ¢, sem, mert az els§ lépésben biztosan a negativ aj-et cseréljiik le
2¢1 + 2by — a1 > cj-re, mig az utolséban a negativ a,-et 2¢,, + 2b, — a,, > c,-re. Ez az ellentmondas bizonyitja az
allitdsunkat. 0O

Ez az egyszert tétel magaban is elintézi az A. 376. feladatot. Tekintsiik ugyanis az (5; 13;42) szamhéarmas oszta-
lyanak a grafjat. Lépjiink egyet: (5;13;42) — (5;13; —6), majd a talalt magharmasbdl indulva jarjuk be a magot: egy
kort kapunk (dbra).

(13;42;105)
(=7;9;-6)

13;9; —6) = (9;13; -6
( )= ) (5;81;42)

(21; —3;10)

(21; —3;26) (5;—15;—14)

(25;—3;18)  (5:=3:18)

Mivel két magharmast nem kothet 6ssze héjharmasokbél allé ut, azért a mag altalaban is Osszefiiggs részgraf és
egy-egy magharmasbol ledgazo graf” csupa héjharmasbol all. Az igy ad6doé ,héjak” radadasul diszjunktak, megint csak
amiatt, hogy két magharmast nem kothet 6ssze héjharmasokbol allo ut. Mivel lattuk, hogy a héjak kdrmentesek,
mindegyikiik egy-egy végtelen binéris fa.

Altalaban pedig a graf magja 6sszefiiggd graf, amelyben minden cstcs foka legfeljebb ketts; a mag tehat vagy egy
kor, mint az dbrdn, vagy pedig egy ut. Remélem, a graf szerkezete indokolja a furcsa elnevezések eredetét.

Mivel (1;21;42) — (1;21;2) — (1;—15;2) és ez a magharmas nincs benne az (5;13;42) osztalyanak magjaban
(dbra), azért (1;21;42) +4(5;13;42).

Ezzel ismét megoldottuk az A. 376. feladatot.

Feladat. Irjuk le az (1;21;42) osztalyanak a grafjat. Mi lesz a mag?

Erdemes még elidézni egy kicsit a mag szerkezeténél. Minden magharmasban van egy szam, amelynek eljele
kiillonbozik a masik kett6étsl: az dbrdn ezek (vastagon szedve) a kovetkezdk: 5, —3, 10, =7, 9, —6. Ezek a szamok
rendre 3, 5, 1, 1, 1, 2-sz6r fordulnak el a magban ebben a sorrendben. Ez a szdmsorozat nem més, mint L(13;5;42), a



mar latott (3;5;1;1;1;2) lanctortperiodus! Szemléletesen szolva a lanctortek jegyei valamilyen ,utleirast” adnak meg:
hogyan menjiink le a héjrol a magig, majd ott kdrbe-korbe; ennek részletesebb vizsgéalatat az Olvasora hagyjuk.

Emlitettiik, hogy a mag lehet ut is. Erre akkor keriil sor, ha taldlunk benne egy elséfoku csicsot. Ekkor persze
van a magban egy masik els6fokid csucs is, az it méasik végpontja. Ennek az egyszerd észrevételnek nagyon hasznos
kovetkezményei lehetnek:

Feladat. a) Legyen p 4k — 1 alakt prim. Mutassuk meg, hogy az 2% — py? = 2 vagy az 2% — py® = —2 egyenletek
valamelyikének van egész x, y megoldasa. (Segitség: az (1; —(p—1); —p) az Gt egyik végpontja, mi a masik? Hasznaljuk
a 2. tételt a cikk elss részébdl.)

b) Mit mondhatunk, ha p 4k + 1 alaka prim?

Visszatekintés

Azt hiszem, tanulsagos, hogy egy egyszerii ,,jaték” vizsgalata hogyan vezetett el a masodfoku diofantikus egyenletek
elméletéhez. A B. 3822. és az A. 376. feladatok megoldasara tett kisérleteink soran tobb megkozelités is kinalkozott:
mozgositottuk a periodikus lanctortek elméletét, valamint a grafelmélet eszkozeit is. Noha egyszerd észrevételeken
mult, a kapott grafok szerkezetének a leirasa igen hatasos eszkdznek bizonyult. A rengeteg feladat talan mutatja, hogy
kozel sem mondtam el mindent, amit errél a témakorrsl tudni lehet; aki kedvet kap a tovabbi kutatashoz, maga is
biztosan talalhat érdekes 4j eredményeket, vagy djszerd bizonyitast egy-egy mar ismert tételre.

Ko6szonom Pataki Janosnak értékes észrevételeit.



