A tavalyi pontverseny utolso feladatai kozott a méajusi szdmunkban tiztik ki a B. 3822. és az A. 376. felada-
tokat. Mindketts egy szdmharmasokon definialt kiilonds eljarasra vonatkozott. Ebben a cikkben a feladatok hatterét
szeretném bemutatni. Remélem, kideriil, hogy a feladatokban megadott eljaras nagyon is eleven kapcsolatban van a
szamelmélet egy gazdag fejezetével, a méasodfoki diofantikus egyenletek elméletével.

B. 3822. Az (a;b;c) szdmhdrmassal egy lépésben a kivetkezdt lehet tenni: tetszélegesen felcserélhetjik a szamokat,
vagy lecserélhetjik az (a;b;2a + 2b — ¢) szamhdrmasra. El lehet-e jutni ilyen lépésekkel a (2;5;13) szdmhdrmasbdl az
(1;3;8) szdmhdrmasba?

A tovabbiakban az (a;b;c) ~ (z;y; z) jelolést hasznéaljuk arra, hogy a fenti lépésekkel az (a;b;c) szamharmasbol
el lehet jutni az (z;y;z) szamharmasba. Természetesen (a;b;c) ~ (a;b;c), tovabba ha (a1;b1;¢1) ~ (az;ba;ca) és
(ag;ba; c2) ~ (as; bs; cs), akkor (a1;b1;¢1) ~ (as;bs; c3). Vegyiik észre, hogy

(a;b;2a +2b — (2a + 2b — ¢)) = (a; b; ¢);

a szamok felcserélését és ezen masodik miveletet is el lehet végezni ,yvisszafelé”. Igy ha (a1;b1;¢1) ~ (az;ba; ca), akkor
(a2;ba;c2) ~ (a1;b1;¢1). A ~ ekvivalenciarelacio; ekvivalenciaosztalyokra bontja a szamhéarmasokat, a feladat pedig
azt kérdezi, hogy az (1;3;8) és a (2;5;13) szamharmasok azonos ekvivalenciaosztalyokban vannak-e. Az A. 376.
feladat ugyanezt a kérdést teszi fel az (1;21;42) és (5; 13;42) szamhéarmasokrol.

Néhany észrevétel

A tovabbiakban invaridnsokat keresiink: olyan jellemzgket, amelyek egy 1épés soran nem valtoznak meg. Ha egy
ilyen invarians ,értéke” két szamharmasra kiilonb6z6, akkor az egyikbdl nem lehet eljutni a maéasikba, kiilénbo6z6 ekviva-
lenciaosztalyban vannak. Trividlis példa a szamhéarmasok tagjainak egész volta: egy 1épés soran egészekbdl allo szam-
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harmasbol csak egészekbdl allo szamhéarmast kaphatunk, igy példaul az (1;2;3)-bol nem juthatunk el az (2;

1 .
vagy az (5; 1; 1) szamharmasba. Ez az invarians azonban egyik feladatot sem oldja meg, til gyenge. Igéretesebbnek

tiinhet a szamharmas elemeinek a legnagyobb k6z0s osztdja. (Gondoljuk meg, hogy — ha eltekintiink az elGjelektél
— akkor ez valoban invaridns.) A kittizott feladatokban sajnos ez a legnagyobb kéz0s oszt6 minden esetben 1, tehat
ez az invaridns sem segit. Annyit azért érdemes megjegyezniink, hogy mivel az adott lépések, illetve a szadmharma-
sok tagjainak egy adott egésszel valo szorzasa felcserélhets, (a1;b1;¢1) ~ (az2;ba; c2) akkor és csak akkor teljesiil, ha
(kay; kbyskey) ~ (kag; kbo; key). Igy — ha kényelmes — foltehets, hogy szamharmasaink legnagyobb kozos osztojall.
Most viszont mutatunk egy ravaszabb invaridnst.

I. megoldas a B. 3822. feladatra. Tekintsiik az a + b, a + ¢, b + ¢ szdmokat és legyen f((a;b; c)) az ezen
szamok koziil a harommal oszthatok szama. Ha felcseréljiik a szamokat, akkor f értéke természetesen nem valtozik.
Megmutatjuk, hogy a méasodik mivelet esetén sem valtozik!

f((a; b;2a + 2b — c)) az a + b, 3a + 2b — ¢, 2a 4 3b — ¢ szamok koziil a 3-mal oszthatok szama, de 3 | (3a + 2b — ¢)
pontosan akkor, ha 3 | b+ ¢, hiszen

3a+2b—c=—(b+c¢) (mod 3).

Tehat f értéke nem valtozik a lépések soran, ugyanakkor f((l; 3; 8)) =1, mig f((2; 5; 13)) = 2, hiszen az els6 esetben
csak 3| 1+ 8 teljesiil, mig a masodik esetben 3 | 24 13 és 3|5 + 13.

A két szamharmas tehat kiilonb6z6 ekvivalenciaosztalyban van, igy a (2;5;13) szamharmasbol nem lehet eljutni
az (1; 3; 8) szamharmasba.

Ez az invariéns sajnos nem oldja meg az A. 376. feladatot: f((1;21;42)) = f((5;13;42)) = 1. Mivel f((1;3;8)) =1,
az sem deriil ki, hogy (1;21;42) ~~ (1;3;8) vagy (5;13;42) ~~ (1;3;8) teljesiil-e. A kovetkez6 invaridns segitségével
viszont sikeriil majd ,szétvalasztanunk” a B. feladat szdmharmasait az A. feladat szamharmasaitol.

II. megoldas a B. 3822. feladatra. Tekintsiik a kovetkezs kifejezést:
n(a;b;c) = a® + b* + ¢ — 2ab — 2bc — 2ca = (a — b)* — ¢(2a 4 2b — ¢).

Az els6 alakbol latszik, hogy n(a; b; ¢) invarians a szamok felcserélésére; a méasodikbol pedig az, hogy a méasodik mi-
veletre is. Mivel n(2;5;13) = —4 és n(1;3;8) = 4, azért a (2;5;13) szamharmasbol nem juthatunk el az (1;3;8)
szamharmasba. Urém az 6rémben, hogy az A. 376. feladatot még mindig nem sikeriilt megoldanunk: n(1;21;42) =
n(5;13;42) = 316. Annyi mindenesetre kideriilt, hogy a B. feladat szamhérmasaibol az A. feladat egyik szamharma-
séba sem lehet eljutni.

A szamharmasok normaéaja



Alakitsuk at a fenti n(a; b; ¢) kifejezést!

n(a;b;c) = a® + b + ¢ — 2ab — 2bc — 2ca =

=a? 4+ b+ +2ab+2bc+2ca = (a+b+c)® (mod 4).

Tehat 4 | n(a; b; ¢) pontosan akkor, ha 2 | a + b+ c. Ebben az esetben

1 1, 5 5 9 a+b—c\’
N(a;b;c) = Zn(a;b;c) = Z(a +b° + ¢ — 2ab — 2bc — 2ca) = (T) — ab.
Ez azt jelenti, hogy ha 2 | a + b+ ¢, akkor ab + N(a;b;c) négyzetszam. Igy példaul ha (1;3;8) ~ (a;b;c), akkor
ab+ N(a;b;c) = ab+ N(1;3;8) = ab+ 1 négyzetszam (és a szimmetria miatt persze bc+ 1 és ca+ 1 is négyzetszamok).
Hasonlban, ha (2;5;13) ~ (z;y; 2), akkor zy + N(z;y;2) = xy + N(2;5;13) = zy — 1 (valamint yz — 1 és zz — 1)
négyzetszam.

Ha 2 | a+b+c, akkor hivjuk az N (a; b; ¢) mennyiséget az (a; b; ¢) szamharmas normdjanak. Vegyiik észre, hogy 2 | a+
b+ cinvarians, egy — paros Osszegl szdmharmasokbdl all6 — ekvivalenciaosztalyon beliil tehat nyugodtan beszélhetiink
N (a; b; ¢)-r6l. Ha példaul igaz volna a megforditas, tehat hogy egyenls normajiu szdmharmasok ekvivalensek is, akkor
ebbdl igenls valasz kovetkezne az A. 376. feladatra. A tovabbiakban n(a; b; ¢)-vel szamolunk majd, de eredményeinket
N (a; b; ¢)-re fogalmazzuk meg: igy elegansabb formaba irhatok.

Sziikségiink lesz arra, hogy c-t kifejezziik a, b, N(a;b; ¢) segitségével. Nyilvan

c¢c=a+b+x2y/ab+ N(a;b;c).

A korédbbiak szerint a fenti kifejezésben négyzetszam all a gyokjel alatt. Mint lathato, egy szamhérmas két tagja a
normaéval egyiitt sem hatarozza meg egyértelmtien a harmadik elemet: két lehet&ség adodik.

A kovetkez6 onmagaban is érdekes lemma olyan szidmharmasokrol szol, amelyek norméja nulla. Ilyen persze a
(0;0;0), amivel nem sokra megyiink, a legegyszertibb nem trivialis példa a (0;1;1).

1. lemma. (0;1;1)-bdl csak (2°;y°%; (z + y)2) alaki szamhdrmasokba juthatunk el.

Bizonyitas. Latszolag kitiintetett szerepe van a harmadik koordinatanak, valoéjaban (z + y)2 = ( — (x + y))z,
igy azt is irhatjuk, hogy (0;1;1)-b6l csak az (u?;v?;w?) alakt szamharmasokba lehet eljutni, ahol u + v +w = 0.
Az nyilvanvalo, hogy két elem cseréje nem valtoztatja meg az alak jellegét, nincs kitiintetett szerepe a harmadik
koordinatanak.

Mivel 227 + 2y — (z + y)2 = (z— y)2, igy a masodik lépést végrehajtva az (CE2; (—y)2; (x — y)z) szamharmast
kapjuk, ami lathatoan a kivant alakd. Mivel a kezdeti (0;1;1) = (0%;1%;1?) is ilyen, azért minden lépés utan az
(2% 9% (z +y)°?) alakd szamharmasok korében maradunk. O

A latottak szerint nyugodtan végrehajthatjuk az (a;b;c) — (a;2a 4 2¢ — b;¢) és az (a;b;¢) — (2b+ 2¢ — a;b;¢)
lépéseket is, hiszen ezek Osszerakhatok két cserébdl és egy masodik fajta miveletbdl. A harmadik koordinatanak tehat
nincsen semmilyen Kitiintetett szerepe.

Vegyiik észre azt is, hogy transzforméacioink linearisak, azaz ha (a;b;c) = (a1;b1;¢1) + (ag; be; c2) akkor

(a; b;2a + 2b — C) = (al; b1;2a1 + 2by — Cl) + (az; bo; 2a9 + 2by — 62),

ahol koordinatanként adunk 6ssze. Ugyanigy végezhetjiik ,tagonként” a koordinatak felcserélését is, ligyelve arra, hogy
ugyanazokat a cseréket hajtsuk végre a felbontasban szerepls szamharmasokban.

Aratas

Tegylink egy kitér6t és nézziik meg, hogy klasszikus szamelméleti eredmények hogyan fogalmazhatok meg ebben a
megkozelitésben. Egy hires probléma, a két négyzet Osszegeként felirhato szamok jellemzésének kulcsa az aldbbi

1. tétel. n? + 1 alakd szdm minden pozitiv osztdja felirhatd két négyzetszam Gsszegeként.
Bizonyitas. Ha u | n? + 1, akkor van olyan v pozitiv egész, hogy uv = n? + 1. A dont6 észrevétel az, hogy mostani
jeloléseinkkel ez az egyenl&ség azt jelenti, hogy
N(u;v;u+v+2n) = —1.
Vizsgéaljuk meg tehat az N(a;b;c) = —1 feltételt kielégitd szamharmasokat! Az alabbi lemma azt mondja ki, hogy a
—1 értékd norma lényegében egyetlen ekvivalenciaosztalyt azonosit.

2. lemma. Ha a > 0 és N(a;b;¢) = —1, akkor (a;b;c) ~ (1;1;2), tehdt ezek a szamhdrmasok az (1;1;2) ekviva-
lenciaosztdlydt alkotjak.



Ilyen példaul a B. feladat (2;5;13) szamharmasa és valoban: ha mindig a legnagyobb szamot cseréljiik ki, akkor
két lépésben: (2;5;13) — (2;5;1) — (2;1;1).

bh—
(L ki 0)2 + 1> 0, vagyis a, b, c egyszerre pozitiv

A 2. lemma bizonyitasa. Ha N(a;b;c) = —1, akkor ab =
vagy negativ. A feltétel szerint a > 0, igy mindharom szam pozitiv. Megmutatjuk, hogy (a; b; ¢) ~ (1;1;2). Azt allitjuk,
hogy ha a példadhoz hasonléan minden 1épésben a legnagyobb szamot cseréljiik ki, akkor a + b + ¢ értéke nem né és
ha pedig ez az Osszeg lépésenként cskken, el6bb-utobb valoban el kell jutnunk az (1;1;2) szdmharmashoz.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil foltehets, hogy a < b < c¢. A fentiek szerint ekkor c-t cseréljiik ki 2a + 2b — c-re
és azt kell bizonyitanunk, hogy a +b+ ¢ > 3a + 3b — ¢, vagyis ¢ > a + b.

Haab=1,azaza =b =1, akkor c =a+b+2vab—1=a+b =2, készen vagyunk. Megmutatjuk, hogy ha ab > 1
(6s a < b), akkor a c-re ad6do két érték kisebbike, a + b — 2vab — 1 < b. Igy csak ¢ = a + b + 2V ab — 1 lehetséges,
tehat ¢ > a + b, amit bizonyitani akartunk.

Allitasunk ekvivalens az a < 2v/ab — 1, azaz a négyzetre emeléssel kapott a® < 4ab — 4 = ab + (3ab — 4) egyenl6t-
lenséggel. Feltevésiink szerint a? < ab, tovabba ab > 1 miatt 3ab — 4 > 0. Innen pedig mar leolvashato a bizonyitando
egyenl6tlenség. [

Ezzel bebizonyitottuk, hogy N(a;b;c) = —1, a > 0 esetén (a;b;c) ~ (1;1;2). A bizonyitasbol az is latszik, hogy
ha N(a;b;c) = —1 és a < 0, akkor (a;b;¢) ~ (—1;—1; —2).

Térjiink most vissza az 1. tétel bizonyitasahoz. Lattuk, hogy N(u;v;u+ v+ 2n) = —1 és igy a 2. lemma szerint
(u;v;u + v + 2n) ~ (1;1;2). Ekkor (1;1;2) ~ (u;v;u 4+ v + 2n). Vegyiik észre, hogy (1;1;2) két nulla normaja
szamharmas Osszegére bonthato: (1;1;2) = (1;0;1) + (0;1;1). Az 1. lemma szerint ezekbdl csak négyzetszamokat
tartalmazo szamhéarmasokba juthatunk el, igy az (1;1;2) ~ (u; v;u 4 v + 2n) Gt lépéseit a tagokra végrehajtva az

(usv;u+v+2n) = (2393 (21 + 11)?) + (23;93; (22 + 12)?)

elgallitast kapjuk, ahonnan u = 7 + 3, és ezt akartuk bizonyitani. [

A 2. lemma algoritmusa el is 4llit egy ilyen felbontast. Ha az (u;v;u + v + 2n) ~~ (1;1;2) = (1;0;1) + (0; 1;1) at
lépéseit forditott sorrendben hajtjuk végre az (1;0;1) és a (0;1; 1) tagokbol indulva, akkor megkapjuk az u (és persze
a masik két koordinata) felbontéasat két négyzetszam Gsszegére.

Példa. 34 | 13241, ugyanis 34-5 = 13%+1. A megfelels (u; v; u+v+2n) szdimharmas (34; 5; 344+5+2-13) = (34; 5; 65).
Ekkor

(34; 5; 65) = (9; 1; 16) + (25; 4; 49)

l T T
(34; 5, 13) = (9; 1; 4) + (25 4 9)
! T T
(2,5, 13)=(1; 1;4) + (1;49)
l T T
(2,5, 1) =(1; 0) + (1;4; 1)
l 7 T
(2, ;1) =(1; 1; 0) + (1; 0; 1).

Feladatok. (a) Bizonyitsuk be, hogy egy n® + 2 alaki szdm minden osztéja a® + 20 alaku. (Segitség: (1;2;3) =
(1;0;1) 4+ 2(0;151).)

(b) Bizonyitsuk be, hogy k | n? + 5 esetén k vagy 2k a® + 5b alaki. (Segitség: Ekkor két osztaly van. (a;b;c) ~
(1:5;6) vagy (7;7;7).)

(c) Legyen (a;b;¢) = 1 és N(a;b; c) = 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor (a;b; c) ~> (0;1;1) vagy (a;b;c) ~ (0; —1; —1).

I. megjegyzés. 65 = 8% + 12 = 72 4 4. Hogy melyik felbontast talaljuk meg, az 65 | n* + 1 esetén n-tél fiigg:
n = 8 esetén az els6t, n = 18 esetén pedig a masodikat.

II. megjegyzés. Tétellink egyszerid kovetkezményeként adodik az a latszolag erGsebb allités is, hogy ha (a;b) = 1,
akkor a? + b? minden osztoja elGall két négyzetszam Osszegeként. Két standard” Gsszefiiggésbsl ugyanis nyomban
adodik, hogy ha (a;b) = 1, akkor a® + b%nek van n? + 1 alaka tobbszorose. Ismeretes, hogy ha (a;b) = 1, akkor
léteznek olyan s, t egészek, amelyekre 1 = as — bt. Az Fuler—Lagrange azonossdg szerint ekkor

(a® +b%)(s* + t7) = (at + bs)* + (as — bt)* = (at + bs)® + 1.

Szamharmasok szétbontasa



Most a szamharmasok szétbontasan alapulo Gtletiinket fejlessziik tovabb: legyen (a;b; ¢) = (a1;b1;¢1) + (ag; be; o).
Ekkor

a?> =a? — (a—a1)? +2a(a — ay) = a® — a2 + 2aas,

ab = a1b; — (CL — al)(b — bl) + CL(b — bl) + b(a — a1) = a1b; — asby + abs + bas.
Tehét

(%) n(a;b;c) = a’® + b2 + ¢ — 2ab — 2bc — 2ca = n(a1;b1;c1) — n(az; ba;ca) —

—2a(bs + ca — az) — 2b(as + ca — b2) — 2¢(ag + b — ¢2).

Most ezt a kicsit furcsa, de igen hasznos azonossdgunkat fogjuk felhasznalni a kovetkezs tétel bizonyitasaban.
2. tétel. Tegyiik fel, hogy 2 | a+b+c és (a;b;c) ~ (A; B; C). Ekkor léteznek u, v egészek, hogy aA = u*>— N (a; b; c)v?.

Bizonyitas. A bizonyitas a kdvetkezs felbontason alapul:

(a;b;¢) = (a;b—1;e—1) + (0;1;1)
$ $ $
(A;B;C) = (A B0 + («%9% (x +y)?).

Ekkor n(A; B; C) = n(a; b; ¢), illetve a definici6 szerint
(A B C) =n(a;b—1;¢—1) = (b—¢)* —a(2(b—1) +2(c — 1) —a) =
= n(a;b; c) + 4a.

Fenndll tovabba, hogy n(z?;y%; (z + y)Q) =n(0;1;1) = 0.
Alkalmazzuk a () azonossigot az (4; B;C) = (A'; B';C") + (2% y% (x +y)*) felbontasra:

n(4; B;C) = n(A'; B';C") — n(a® ¢ (z +9)°) = 24((@ + )" +y° — 2%) -

- 2B((:v—|—y)2 +y° —a2?) =20 (2 +y° — (:v+y)2).

Tehat n(a; b; ¢) = n(a; b; ¢)+4a—2A(2y*+2zy) —2B(22° +2zy) —2C(—22y), vagyis 4(Ay*+(A+B—C)zy+Ba®—a) = 0.
Ez y-ra nézve masodfoku egyenlet, amelynek létezik egész megoldasa, igy a diszkrimindnsa négyzetszam:

D= (A4 B —C)*2? — 4A(Bz® — a) = n(A; B; 0)2® + 4Aa.

Mivel n(A; B;C) = 4N (A; B;C), azért 4s> = D = 4(N(A;B;C’)3:2 + Aa), azaz Aa = s> — N(A; B;C)z? = s* —
N (a; b; ).
Ezzel bebizonyitottuk az allitast. [

Végkifejlet

Ha (1;21;42) ~ (5;13;42), akkor a 2. tétel szerint léteznek x, y egészek, hogy 2% — 79y = 1-5 = 5. Megmutathato,
hogy ennek a diofantikus egyenletnek nincs z, y egész megoldasa és ezzel végre valaszt kaphatunk az A. 376. feladat
kérdéseére: az (1;21; 42) szamharmasbol nem lehet eljutni az (5; 13;42) szamharmasba. Ennek részletesebb targyalasaba
nem megyiink bele, kés6bb tgy is latunk egy invarianst, amely végleg elintézi ezt a problémaét.

Min mulik, hogy az x? — 79y* = 5 diofantikus egyenletnek nincs megoldasa? Az egyenletet y?-tel osztva kapjuk,
2

5
hogy % =79+ E ~ 79, vagyis g ~ V79. Az g racionalis szam tehat nagyon jo ,hatasfokd”, a nevezd méretéhez

képest kicsiny hibaju kozelitése a V79 szdmnak.
Ilyen kozelitések sorozata hatékony eljarasokkal allithato el6 és ez a sorozat adott szdm — mint esetiinkben a v/79
— esetén lényegében egyértelmiien meghatarozott. A fenti egyenlet megoldasa pedig tagja kell legyen ennek a v/79-

hez tartoz6 sorozatnak. Ennek persze végtelen sok eleme van, de ismeretes, hogy ha az — elemekhez kiszamoljuk az
v
u? —79v? értékeket, akkor az igy el6allo szamok halmaza mar véges! Ha pedig ellendrizziik ezeket az értékeket, kideriil,

hogy az 5 nincs kozottiik!
A most vazolt eszkdzok vezetnek el egy az itt leirtaknél finomabb invaridnshoz. Errdl szol majd a cikk folytatasa



