A nyéari mexikéi didkolimpian kétségkiviil a 3. feladat bizonyult a legnehezebbnek. E szamunk 388-390. oldalain
olvashat6 Paulin Roland megoldasa, amelyben egy kevésbé ismert eredmény, a Muirhead—egyenlﬁtlensé alkalmazasa
volt a kulcslépés. Hogy az olvaso esetleges hianyérzetét enyhitsiik, bemutatjuk a tételt miikodés kézben. Az n = 2,3
esetekben tulajdonképpen a bizonyitas is kiadédik, aki pedig jaratos a magasabb dimenziékban, kaphat némi képet
az altalanos esetrdl is.

A jo szem azért sem art, mert a tétel kiilonos feltételrendszere egy alapvetGen geometriai konstrukcié révén teszi
lehet6ve a sulyozott szdmtani és mértani kozepek jol ismert egyenlStlenségének (SAG) kiterjesztését altalanosabb,
szimmetrikus Gsszegekre.

Ha z1, 22, ..., 2, tetsz6leges pozitiv szdmok és a nemnegativ Aj, A, ..., A, ,stulyok” Osszege 1, akkor

(SAG) /\11:1—|—/\2x2—|—~-—|—/\nxn2331\1-3:§2~...~3:A".

n

1
Az egyenlGtlenség két oldalan az z; szamok A; silyokkal vett szdmtani, illetve mértani kézepe all. Ha A; = —, akkor

n
éppen a szamtani, illetve mértani kdzepeket kapjuk. E két kozép nevezetes egyenl6tlensége pedig a tétel jeldléseivel az

(1,0,0,...0) = (l 1,...,3> :>S(1,0,o,...0)25(1,1,...,1>
n

’
n n n n n

alakot oOlti.

Az olimpiai feladat megoldésa soran altalanos forméban hangzott el a Muirhead-tétel, igy ezt most nem ismételjiik
el. A jeloléseket illetGen — is — javasoljuk a megoldas tanulmanyozasat. Az ott latottak szerint elhagyjuk a valtozok
indexeit, a példdkban ugyanis legfeljebb harom valtozo szerepel majd. Ennek megfeleléen az S(aq, ae, as) Osszegben
az x, y, z valtozok Osszesen 6 permutacioja vesz részt. Igy peldaul

S(6;5;1) = 2%z 4+ %252z + 2525y + 2°y%2 + y° 2% + 2528y,
Ugyanigy
S(7:5;0) = a7y® +y725 + 27a% + 2%y + 527 + 2527,
S(3;3;1) = 2(z3y%2 + y3 230 + 2323y).

Ha csak két valtozonk van, n = 2, akkor példaul S(4;1) = zy + y'z.

Sikban még minden latszik: az n = 2 eset

Bemelegitésiil nézziik meg, hogyan juthatunk el a tétel szerint igaz S(4;1) > S(3;2), azaz
(1) gty +yle > 23y? + 2?y?

bizonyitasahoz. (A valtozok értéke nem negativ, ezt a tovabbiakban mindig foltessziik.) Az allitas persze ,puszta
kézzel” is elintézhetS, de most alljunk ellen a kisértésnek. A (4;1) > (3;2) feltétel nyilvan teljesiil: 4 +1 = 3 + 2
és 4 > 3. A szerepld kifejezések szimmetridjanak megfelel6en adodd négy szampér természetes modon abrazolhato a
koordinatarendszerben (1. dbra). A feltétel szerint az A;(4;1), A2(1;4), illetve a B1(3;2), Ba(2;3) pontok ugyanazon
az egyenesen vannak (ennek egyenlete = + y = 5), méasfelsl a B; pontok az Ay As szakaszra esnek. Ekkor, a szokasos
moédon p-vel jelolve a P pont helyvektorat, 1éteznek olyan Aj, A2 > 0 szamok, amelyek Osszege 1, és példaul

(Ki2) b1 = Aa; + Aqas.
Hogy ne csak a levegGbe beszéljiink, a koordinatakra atirt

(Er2) 3 =4\ + Ao, 2= XA +4)

1

egyenletrendszer megoldasa: \y = =, Ao = 3"
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1Muirhead-egyenl6tlenség: Adott x1,x2,...,Tn pozitiv valds szdmokra és oy > ag > -+ > apn valds szdmokra legyen
S(a1,az,...,an) = Z xiél) . ..xi(‘n), ahol Sy, az {1,2,...,n} permutdcidinak a halmaza.
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Ha B1 > B2 > -+ > Bn olyan valds szamok, amelyekre Zai = Zﬁi, tovabbd minden 0 < k < n esetén Zai > Zﬁi, akkor

i=1 i=1 i=1 i=1
S(ai,az,...,an) > S(B1,B2,---,Bn)-



1. dbra

A mindent eldonté észrevétel az, hogy ezek az egyenletek az (1) tagjainak algebrai kapcsolatdt is kifejezik: ha a A,
Ag sulyokkal elkészitjiik az (1) bal oldalan allo tagok, xty es xy? silyozott mértani kézepét, akkor ebben az z kitevsje 3,
az y-é pedig 2: éppen a jobb oldal els6 tagjat kapjuk!

Ez pedig nem nagyobb a megfelel§ silyozott szamtani kézépnél:

2 1 L
(SAG12) 3 -y + 3 syt > (aty)® - (ayh)® =2ty

2
3

Szimmetriaokokbol — szoktuk mondani ilyenkor — felirhat6 (Ka1), (F21) és igy

win

— 2%,

wl=

(SAGQl) - Ty +

3 cayt > (aty)

(zy?)

wl N

EgyenlGtlenségeinket Osszeadva készen is vagyunk, ugyanis — micsoda szerencse! — az egyiitthatok Gsszege, A1 + Ao
,oszloponként” is 1!

Megjegyzések. 1. Gondoljuk meg, hanyféle kontosben jelenik itt meg a szimmetrial Az (1)-ben szerepld kifejezések
szimmetrikusak a valtozok, x és y cseréjére; a megfelel§ abrazolasban ez az A;, By, B, As ponthalmaz tengelyes
szimmetridjat jelenti a 45°-os egyenesre. A vektor-, illetve koordinatakra vonatkozo egyenletek szintén a koordinatakat
folcserélve, végiil a két egyenlGtlenség, (SAG12) és (SAG21) a valtozok cseréjével kaphato egymasbol.

2. Az els6 egyenlGtlenségbdl kozvetleniil eljuthatunk a mésodikhoz, ha felcseréljitk a két valtozot. Ez agy is meg-
valosithato, ha (SAG12) jobb oldalan a valtozok helyett az egyiitthatokat cseréljiik fel.

Vegyiik észre, hogy a bizonyitasnak nincs sziiksége arra, hogy mekkorak a A; silyok! Annyi kell ,csupan”, hogy ne
legyenek negativak, az Osszegiik 1 legyen, és hogy ... létezzenek!

1. feladat. Igazoljuk, hogy ha (a1, as) = (B1, B2), akkor az A; As intervallum tartalmazza a By By intervallumot.
(Lehetséges, hogy az intervallumok egyetlen pontté zsugorodnak; mikor?)

A tér a sikbol nézve: az n = 3 eset

Az olimpiai feladat megoldasaban tobbek kozott szerepel az S(7;5;0) > S(6;5;1) egyenlStlenség, most ennek ja-
runk utdna. Harom véltozonk van, a szamharmasoknak megfelels pontok a ¢érbeli koordinatarendszerben dbrazolhatok.
A valtozoknak, illetve egy pont koordinatdinak — szemben a sikbeli két lehetGséggel — most hatféle sorrendje, vagy
okat pedig gorog kisbetiikkel. Ha o € S5 példaul folcseréli az elss két elemet, akkor az A, pont koordinatéi (5;7;0). A
sikbeli utat kovetve most nem az Ay, Ao, hanem a hatelemt A = {A,: m € S5} és B = {B,: m € S3} ponthalmazokat
kapjuk az (aq; ag; ag), illetve a (51 B2; B3) szamharmasokbol a koordinatak permutéalasaval.

Gondoljunk meg elGszor néhany aprosigot, amelyek a sikban nyilvanvalé modon teljesiiltek.

I. allitas. Az A és a B ponthalmazok benne vannak egy k6zos sikban. Ez nyomban kévetkezik abbol, hogy a pontok
koordinatainak Osszege 12, igy valamennyien illeszkednek az = 4+ y + z = 12 egyenlet sikra.

I1. allitas. Az A, pontok egy konver hatsz0g cstcsai. Ha ugyanis van olyan sik, amelyen egy térbeli S sokszoglemez
vetiilete egy konvex sokszoglemez, akkor S két konvex halmaz, egy konvex végtelen hasab és egy sik kozos része, igy
maga is konvex. A 2. dbra az A, csicsok meréleges vetiiletét mutatja az xy koordinatasikon: a hatszog lathatéan
konvex.



2. dbra

Altalaban is ez a helyzet, ha az a; szdmok paronként kiilonbozok. (Ha a koordinatak kozott két egyenls van, akkor
haromszoget kapunk, ha mindharom egyenls, akkor pedig egyetlen pontot.) Természetesen hasonlé igaz a B, pontokra
is. A tovabbiakban jeldlje A, illetve B a megfelels térbeli sokszoglemezeket. A II. allitas szerint A nem més, mint az
A halmaz konvex burka és hasonlé igaz a B halmazra, is.

2. feladat. Legyen a7 > ag > as. Adjuk meg az A csticsainak a sorrendjét az A, (a5 ag; ag) cstcsbol indulva az
origo fel6l nézve pozitiv koriiljarasban. (v az identikus permutécio.)

III. allitas. B, = B(6;5;1) € A. Ez megint leolvashaté a 2. dbrdrdl: a B'(6;5) pont a B,(6;5;1) pont vetiilete az
zy-sikon és a vetiilethatszog belsejében van. A . B'-n keresztiil a vetités irdnyaval parhuzamos egyenes tehét a végtelen
hasab belsejében halad és a B-ben metszi az A sikjat.

3. feladat. Igazoljuk, hogy ha (a1; as;asz) = (B1; B2; Bs), akkor B(B1; B2; Bs) € A.
Ismeretes, hogy egy véges {P;: i = 1,2,...,m} ponthalmaz konvex burka a

Ap1 +Aep2+ ...+ AnPm

helyvektora pontok Osszessége, ahol A; > 0 és Z A; = 1. A II1. allitas szerint tehat 1léteznek a nemnegativ A, szamok,
i=1

amelyek Osszege 1 és

(K,) b= )" \a.

TES3

A koordinatékra nézve ez azt jelenti, hogy a
(E.) (6:5;1) = A1(755:0) + A2(5; 7;0) + A3(0; 73 5) + Aa(0:5:7) + A5(5; 0 7) + A6 (730 5)

egyenletnek létezik nemnegativ szamokbol 4ll6 megoldasa, mégpedig olyan, ahol a A szamok 6sszege 1! Ez a megoldas
most is valamiféle  katalizator” szerepét jatssza majd, magukra a A értékekre nem lesz sziikség! Ekkor ugyanis —
ahogyan ez (SAG12) esetében tortént — az (E,) egyenlet azt mondja el, hogy S(7;5;0) hat tagjanak a \; stulyokkal
vett mértani kozepében az x kitevGje 6, az y-€ 5, a z kitevGje pedig 1; (SAG) szerint tehat

(SAG,) A1x7y5 + )\2:105y7 + )\3y7z5 + )\4y5z7 + As227 4+ A7 20 > x6y5z.

A harom valtozot (SAG,)-ban minden lehetséges modon permutéilva Osszesen hat hasonlé egyenlétlenséget kapunk.
Ezeket 6sszeadva a jobb oldalon éppen S(6;5;1) adédik. Geometriailag ennek az felel meg, hogy az A halmaz mind
a hat B pontot tartalmazza, de ennél tobbrél van sz6: a B és az A halmazoknak ugyanazok a szimmetridi: a hat
permutacié! Emiatt az egyes B pontok ugyanezen szimmetridk szerint fliggenek algebrailag az A pontoktol. Ha a bal
oldalakon a A szamok sorrendjét rogzitjiik, akkor a valtozok permutacioi soran az z'y° tag — de a tobbi is — kiilonboz6
egyiitthatok mellett bukkan fel: végiil begytijti mind a hatot. Igy pedig a hat stlyozott szamtani kozép Gsszegében
minden egyes tag egylitthatoja Ar, + ...+ Az = 1. A hat egyenlGtlenség osszegének bal oldalan tehéat éppen S(7;5;0)
all. Igy miikodik a Muirhead-egyenlGtlenség!

4. feladat. Bizonyitsuk be a cikkben igazolt S(7;5;0) > S(6;5;1) allitas ,felét”, tehat hogy x7y° + y72° 4+ 2725 >

x6y5z + y625x + zﬁx5y.
1
5. feladat. Legyenek a, b, c olyan pozitiv valés szdmok, amelyekre abc = 1 teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy W—i—
a c

1 L 1 S 3
b(c+a) cAla+b) — 2

6. feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv szamok, akkor

1 n 1 n 1 < 1
a®+b3+abec B3+ +abe A+ a®+abe T

abe’
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