A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

1. Adott hat pont az ABC egyenldoldali hdaromszdg oldalain: Ay és As a BC oldalon, By és Bs a C' A oldalon, C;
és Co az AB oldalon, igy, hogy ezek a pontok egy A1 As By BoC1Co konvex hatszdg cstcsai, amelynek az oldalai egyenld
hosszisaguak. Bizonyitsuk be, hogy az A1 B, B1Cs és C1As egyenesek egy ponton mennek dt.

Steller Gabor megoldasa. Legyen az A Ay B; BoC1Cy hatszog egyenls oldalainak hossza x.

Jelolje a1, 0, O3, ﬁl, ﬁQ, ﬁ3 az AlBlAQ, 310132, ClAng, A2BgBl, BQCQCl, C2A2A]_ egyenl()’ szara hé,romszégek
alapon fekvs szogeit az dbra szerint. Legyen ByCy és BoCo szakaszok metszéspontja P, A1Cy és AsCy szakaszoké @,
AlBl és AQBQ szakaszoké R.

Ekkor B1A;C< = 2001, AsB1Cq = Zﬁl, C1By A< = 20u9, ByCiA«q = 252, A1CyB<g = 2a3 és Co A1 B = 253 (kiils()’
szogek). Igy az AoC By, BoAC,, Co BA; haromszigek szogeinek 6sszegébdl 2a1 + 281 = 2ag + 282 = 2a3 + 283 = 120°
adodik. Az A1 RAs, B1PBs, C1QC, szogek nagysaga a By RAy, C1 PBy, A1QC> haromszogek kiils6 szogeiként éppen
a1 + B1, as + P2, ag + B3, azaz mindharom szog 60°-os.

Az A1 B1Ch és Ay BoCs haromszogek megfelels oldalai igy 60°-ot zarnak be, emiatt a haromszogek megfelels szogei
egyenlGk, azaz a két haromszog hasonlo. Két megfelels oldalpar aranyéat felirva és az oldalakat x-szel és a szogekkel
kifejezve kapjuk, hogy

A1B1  2x-cosaq  2w-cosaz BiCh

AyBy  2x-cosfy  2x-cosfa  BoCh'

Ebbdl cos oy cos o = cos an cos B1, azaz 3; = 60° — «; helyettesitéssel:

cos ag cos (60° — ag) = cos a cos (60° — aq)
adodik. Az addicids tétel felhasznalasaval rendezés utdn kapjuk, hogy
sin 60° cos a1 sin ap = sin 60° sin oy cos g,  azaz  tgas = tgay.

Mivel 0 < aq, as < 60°, azért as = .



Ezt a szamitast egy masik oldalparra hasonléan elvégezve kapjuk, hogy as = as = ay. Ekkor

A1 B1C1<t = 180° — ap — g — 261 = 180° — 20y — 231 = 180° — 120° = 60°,

B1CiA1< = 180° — a3 — Qg — 252 = 180° — 2009 — 252 = 180° — 120° = 60°.

Emiatt az A1B101 hé,I‘OIIlSZég SZ&bé,lyOS, fgy AlBl = 316’1 = ClAl. Mivel A2A1 = AgBl, BgBl = BQCl, 0201 =
Co Ay, az AsCy szakasz az Aj By szakasznak, Bo A1 a B1Ch-nek, Co By a C1 Aj-nek felez merdlegese. Az A1 By, B1C5,
C1 Ay szakaszok igy az A1 B1Ch haromszog oldalfelezd merdlegesei, emiatt valoban egy ponton mennek &t.

2. Legyen ay,asq,... egész szamoknak egy olyan sorozata, aminek van végtelen sok pozitiv tagja €és végtelen sok
negativ tagja is. Tudjuk, hogy minden pozitiv egész n-re az a1, asq, ..., a, szdmok n-nel osztva n kilénbézd maradékot
adnak. Bizonyitsuk be, hogy minden egész szam pontosan eqyszer fordul eld a sorozatban.

Manfay Maté megoldasa. El6szor azt mutatjuk meg, hogy a sorozat elemei kiilonb6z6k. Ha ugyanis valamilyen
n < m esetén a, = a,,, akkor a sorozat elsé m eleme nem alkothat teljes maradékrendszert mod m. Igy minden egész
szam legfeljebb egyszer szerepel az {a,} sorozatban.

Legyen most m > 2 egész és tekintsiik a sorozat elsé m eleme koziil a legnagyobbikat: legyen ez a,; és a legkisebbiket:
legyen ez agy; jeldljiik tovabba az a, — a, > 0 kiilonbséget d-vel. Mint lattuk, az elsé m elem kozott nincsenek egyenlok,
azért d > m — 1. Masfeldl persze d = a, — a4 miatt a, = a, mod d is fenndll, igy ha még d > m is teljesiil, akkor a
sorozat els6 d eleme nem alkot teljes maradékrendszert mod d.

Ebbél kovetkezik, hogy d = m — 1, a sorozat elsé m eleme m darab kiilonb6z6 egész, amelyek legnagyobbika és
legkisebbike kozott pontosan m — 1 a kiilonbség: az els6 m elem tehat m darab szomszédos egész szam valamilyen
sorrendben. Masképpen fogalmazva: az els§ m elem minden m-re egy ,intervallumot” alkot. Ha egy ilyen halmaz
tartalmaz két egész szamot, akkor barmely koztiik 1év6 egészt is tartalmazza.

Legyen most mar k tetsz6leges egész szam. Mivel a sorozat végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ szamot
tartalmaz, van k-nal nagyobb és k-nél kisebb eleme is. A fentiek szerint pedig ekkor a k szamot is tartalmaznia kell.

3. Legyenek x, y, z pozitiv valds szamok, amelyekre teljesil xyz > 1. Bizonyitsuk be, hogy fenndll az
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egyenldtlenség.

Paulin Roland megoldasa. A bizonyitast tobb lépésben végezziik el. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy elegend6

arra az esetre igazolni az allitast, ha az z, y, z szamok szorzata 1. Az s = 2% + y? + 22 jeloléssel a bal oldal
25— g2 Y5 — g2 45 _ 52

s+ (25 —2%) s+ (Y5 —y?) s+ (25 —2?)

b(x,y,z) =



