A Matematika Hatdarok Nélkil ezévi versenyén szerepelt az alabbi feladat:

Szalonpdker. Little John és Old Firehand betérnek Black Jacky hires kaszindjdba egy kdrtyapartira. A jatékhoz egy
1-tdl 32-ig megszamozott 32 lapos kdrtyacsomagot haszndlnak. Mieldtt megbeszélnék o jdatékszabdlyokat, Black Jacky
osszekeveri a kdrtydkat az aldbbi moédon. Leteszi az asztalra a kdrtyapaklit, leveszi a folsd 16 lapot, s megforditds nélkil
a maradék pakli jobb oldaldra helyezi. Ekkor gy keveri dssze a két paklit, hogy eqgymdas utan hol az egyik, hol a masik
pakli egy-eqy lapja keril egqymdsra a bal oldali pakli alsd lapjdval elkezdve a keverést (a bal oldali pakli alsé lapja marad
alul, 1. abra). Az igy dsszekevert paklit dsszefogja, majd ugyanezt tobbszor megismételve folytatja az eljdrdst. Little
John biztos benne, hogy ez nem eqy tisztességes keverési mod. Mutassdtok meg, hogy tobbszor megismételve az eljardst,
meglepd eredmény adodik.
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A meglepd eredmény az, hogy 6tszori keverés utan visszakapjuk a kartyalapok eredeti sorrendjét. A mellékelt
tablazat hat oszlopaban megadtuk, hogy az 0t keverési 1épés soran hogyan alakul a lapok sorrendje.

Jogosan meril fel a kérdés, hogy vajon miért éppen az 6t6dik keverés utan kapjuk vissza az eredeti sorrendet,
s6t, mar az sem nyilvanvalo, hogy a feladatban leirt keverési 1épések ismételgetésével ilyesmire egyaltaldn sor keriil.
Foglalkozzunk elGszor az utobbi kérdéssel.

Egy keverés az 1,2, ...,32 szamok egy permuticiéjanak tekinthets. Mivel a permutéciok szama véges, el6bb vagy
utobb sziikségszerd az ismétlddés. A legelsé ismétlédés pedig csak a lapok eredeti sorrendje lehet, mert kiillonbozd



permutaciokbol a megadott keverés alkalmazasaval kiilonbozsket kapunk. Ezért a legels6 ismétlédéskor nem kaphatunk
vissza olyan permutaciét, amit egy masikbél mar megkaptunk.

Az elsé kérdésre adott valaszt leegyszertsiti, ha a kongruencidk nyelvén fogalmazunk.

Emlékeztetiink a jol ismert definiciéra: ha m > 1 egész szam, akkor két egész szamrol azt mondjuk, hogy kongru-
ensek modulo m, ha kiilénbségiik oszthatéo m-mel. Jelolése:

a=b (modm), ha ml|a—>b (a,b, m egész szamok).

Adott m modulusra vonatkozé kongruencia relacié hasonlé tulajdonségokkal rendelkezik, mint az egyenléség, igy
példaul

a=a (reflexiv)
a=b - b=a (szimmetrikus)
a=b, b=c - a=c (tranzitiv)

a=b - at+c=b+c, ac=be.

Nézziik most az eredeti feladatot. A leirt keverés soran a legfels§ és a legalsé lap a helyén marad. A tobbiek
nyomonkdvetéséhez szamozzuk at a lapokat; a felsé 16 lap szamozasa 0-t6l 15-ig, az als6 lapok szdmozasa 16-t6l 31-ig
valtozik. Vizsgaljuk meg, hogy a k-adik helyen &ll6 lap (0 < k < 31) egy keverés soran melyik helyre keriil. Legyen ez
k1 (0 < k1 < 31). Ha k < 15, akkor a folotte allo lapok szama k-val novekszik (az also részbdl ennyi lap keriil {61é),
tehat k; = 2k. Ha 16 < k, akkor a mogotte allo lapok szama (31 — k)-val novekszik, ennyivel cstkken az elGtte allo
lapok szama, tehat az Gj helyének sorszama k; = k — (31 — k) = 2k — 31. Igy két kiilonboz6 képlet szerint valtozik
a lapok helyének a sorszama, attol fliggéen, hogy a pakli alsé vagy fels6 részében van-e a kartyalap. Ha viszont a
kongruenciak nyelvén fogalmazunk, akkor nem kell megkiilonboztetni a két lehetGséget: egységesen k1 = 2k (mod 31).
Most méar ugyanigy folytathatjuk: az Gjabb keverés utan ki-edik helyen allo lap arra a ke-edik helyre keriil, amelyre
ko = 2k; = 2%k (mod 31), és igy tovabb. ..

Az 6todik keverés utan tehat a k-adik helyrdl arra a ks-6dik helyre keriil a kartyalap, amelyre

ks =2°k =32k =k (mod31), mert 32=1 (mod 31).

Az 1 < k5 < 31 feltétel figyelembevételével azt kapjuk, hogy ks = k, tehat az 6t6dik keverés utédn valoban minden lap
visszakeriil az eredeti helyére.



