Kezddk feladatai:
1. Hozzuk lehetd legegyszeribb alakra az

1 N 1 N 1
(z-DE-y)z-2) @Y-2)y-Dy—-2) (E-2)(z-y)(z-1)

kifejezést.

I. megoldas. Vonjuk 6ssze elGszor az els6 két tortet:

1 n 1 _ =Dy —2)—E@-DE-—2) _
@-D@-y)r-2 -2)y-Dy-2 @@E-Dy-DE-yy-2)(-1)
-y —zlx—y)—r+y r+y—z-—1

S @-Ny-De-y»y-2)E-2) @-Dy-Dy-2)(z-2)
Adjuk ehhez hozzé a harmadik tortet:
r+y—z-—1 n 1
@-Dy-Dy-2)(z-2) (E-2)(z-y(z-1)
_GE-Dety-—z2-1)-(-D-1)
(z =Dy -D(z-1y—2)(z—-x)

A szamlalot igy alakithatjuk at:

ety —(@+y) - +l—(ey—z—y+1)=

— —ay+aztyz—2t = —aly—2)+ 2y —2) = (y— 2)(z —a).

E két tényezs szerepel a nevezdben is s igy lehet veliik egyszertsiteni. A kifejezés legegyszertibb alakja tehat

1
(z—=1)(y-1D(z-1)

II. megoldas: Vonjuk 6ssze mindharom tortet. Az

~y-De-Dy-—2)--Dr-)Ez-2)—(z-1y-1(=—-y)
(z-Dy-DE-DE-y)(y—2)(z—)

kifejezést kapjuk. Miutan a nevezd elséfoku kifejezések szorzata, egyszertsiteni csak gy lehet, ha a tényezdk valame-
lyikével oszthaté a szamlalé is. Ha a szamlalé oszthaté valamelyik tényezével, akkor olyan helyettesitésre, melyre a
kérdéses tényez6 O lesz, 0 kell legyen a szamlalo is. Konnyd latni, hogy ha z, y, vagy z helyett 1-et tesziink, akkor
a szamlalo nem 0. Ha ellenben x helyébe y-t, vagy z-t helyettesitiink, akkor mindkét esetben O lesz a szamlalo is.
Tekintsiik most a szamlalét Ggy, mint z-nek polinomjat, melyben y és z hatarozott mennyiségek. Ekkor xz-nek ma-
sodfokt polinomja a szamlalo, melynek két nulla helye x = y és x = z. Tudjuk, hogy egy méasodfokd polinom mindig
gyoktényezGs szorzatként irhato. Ezek szorzatat meg kell még szorozni 22 egyiitthatojaval. z2-es tagot a szamlalo
masodik és harmadik tagjabol kapunk, z — 1 és —(y — 1) egytitthatoval, tehat 22 egyiitthatoja z —y. A szamlalo tehat
igy alakithato szorzattéa:

(z—y)r—y)(r—2)=(x-y)(y—2)(z—2).

Ez megegyezik a nevezé masodik harom tényezéjével. Igy az egész szamlaloval lehet egyszertsiteni és a kifejezés ilyen

alakban irhato: .

(x =1y -1)(z-1)

2. Az n szdm, mely pozitiv egész értékeire oszthatd és melyekre nem oszthaté 27 — 2-vel, az

n7—n

kifejezés?

I. megoldas: 27 — 2 = 126 = 2 - 32 . 7. Ha megmutatjuk, hogy egy kifejezés 2-vel, 3%-nel és 7-tel oszthato, akkor
kovetkezik, hogy oszthato a szorzatukkal is, mivel e szamoknak nincsenek kozos tényezéi. n” — n mindig paros, mert
vagy mindkét tag, vagy egyik sem péros.

Harommal osztva n vagy l-et, vagy 2-t ad maradékul, vagy oszthaté 3-mal. Ha n oszthaté 3-mal, akkor n’—n=
n(n® — 1) 3-nak csak azzal a hatvanyaval oszthat6, mint maga az n, mert n° oszthaté 3-mal és igy n® — 1 nem lehet
3-mal oszthato.

Ha tehat n oszthaté 3-mal, de 9-cel nem, akkor n” — n nem oszthato 27 — 2-vel.



3-mal nem oszthaté szam 3-ik hatvanyaroél 9-cel valé oszthatdsag szempontjabol is tudunk valamit mondani, ugyanis
ha a szam 1-et ad maradékul 3-mal osztva, akkor ilyen alaki 3k + 1, ha pedig 2-t ad maradékul, akkor 3/ + 2 alakban
irhat6. Ezek kobe:

(3k +1)% =27k> + 27k® + 9k +1 = 9K +1,
(31 +2)* = 271° + 541> + 361 + 8 = 9L — 1,

ahol K és L egész szam. Hogy ezt felhasznalhassuk, a vizsgalando kifejezést igy alakithatjuk at
n"—n=nn’-1)=n(n*?-1)=nx*+1)n*-1).

Innen az el6z6k felhasznalasaval latjuk, hogy 3k + 1 alaka szamokra az n® — 1 tényezd, 31 + 2 alakura viszont n® + 1
oszthatd 9-cel.

Nézziik végiil meg, hogy mikor oszthato a kifejezés 7-tel. Ha n oszthatd 7-tel, akkor az egész kifejezés is. Ha n nem
oszthatd 7-tel, akkor 7-tel osztva 7-nél kisebb maradékot ad, vagyis ilyen alakd n = 7r + s, ahol s =1, 2, 3, 4, 5 vagy
6. Szamitsuk ki ismét a szam harmadik hatvanyat

(Tr 483 =733 43.72 . 125 4+3-7-1r5> + s = TR+ 5>,

ahol R ismét valamilyen egész szam. s> lehetséges értékei 1, 8, 27, 64, 125, 216. Az elsé masodik és negyedik érték
egy-egy 7T-tel oszthato szam utan kovetkezik, tehat ha s = 1, 2, vagy 4, akkor n® — 1 oszthat6 7-tel. Ha viszont s = 3, 5
vagy 6, akkor s° eggyel kisebb egy 7-tel oszthaté szamnal, tehat ez esetben n® + 1 oszthat6 7-tel. n” —n tehat minden
egész n-re oszthato 7-tel.

Ezzel lattuk, hogy 27 — 2 minden egész n-re osztéja az n
oszthatd 9-cel.

" — n értéknek, kivéve, ha n oszthaté 3-mal, de nem

II. megoldas: Sok oszthatosagi tulajdonsidgot tudunk leolvasni, ha szomszédos egész szamok szorzatardl van szo.
Kiséreljiik meg ilyen alakra hozni a vizsgalando kifejezést:

N=n"—-n=nm®-1)=nn®-1)n*+1)=
=nn—-1)0*+n+1)n+1)(n*-n+1).

A két masodfoku kifejezés mar nem bonthatd hasonlé tényezk szorzatara, de nem sokkal kiilonbozik a méar talalt
tényezGkkel szomszédos szamok: n — 3, n — 2, n + 2, n + 3 koziil alkalmasan kivalaszthaték szorzatatol:

n*—n+1l=Mn-3)(n+2)+7,
n*4+n+1=Mn+3)(n—-2)+T7.

N=(mn-1nn+1)[n-3)(n+2)+7[(n+3)(n—2)+
+7=m-3)(n—-2)(n—Dnn+1)(n+2)(n+3)+
+7(n—Dnn+1)[(n-=3)n+2)+(n+3)(n—-2)+7].

Az utols6 tényez6t polinommad alakitva igy irhato:
2n? —5=2(n—-1)(n+1)—-3.

Itt most mar az elsé tag hét egymadasutani szam szorzata. Ha n egész szam, ezek kozt legalabb hirom egymasutani
paros szam van (ezek koziil pedig legalabb egy 4-gyel is oszthato). A szorzat tehat paros (2-nek legalabb is negyedik
hatvanyéval oszthato). A hét tényezs koziil legalabb két 3-mal oszthato és pontosan egy 7-tel oszthato kell hogy legyen.
A szorzat tehat oszthato 2 - 32 - 7-tel. (Bizonyosan van a hét tényezs kozt 5-tel oszthaté is, s igy ez a szorzat mindig
oszthato 24 -3%.5.7=2-3-4-5-6- 7-tel is.)

A masodik tagban hasonléan lathato, hogy a hiarom egymaéasutani szam szorzata mindig oszthato 6-tal, s igy a
szOgletes zardjel elstti kifejezés mindig oszthatd 2 - 3 - 7-tel. Azt kell tehéat csak megnézni, hogy a 2(n — 1)(n +1) — 3
kifejezés milyen n-re oszthaté 3-mal.

Ha n oszthato 3-mal, akkor ez a kifejezés nem oszthaté 3-mal. Ha n nem oszthato 3-mal, akkor nyilvan az els6 tag
valamelyik tényezGje oszthaté 3-mal, s igy az egész kifejezés is. Az n” — n kifejezés tehat mindig oszthaté 27 — 2-vel,
csak akkor nem, ha n oszthat6é 3-mal, de nem oszthaté 9-cel.

3. Rajzoljunk egy kirt, hizzunk egy egyenest és tizzink ki az egyenesen két pontot. Szerkessziik meg az egyenesen
azt a pontot, amely koril elforgathatd az egyenes gy, hogy mindkét kitizétt pont egyidejileg a kérre keriljon.

I. megoldas: Ha a keresett pont koriil nem csak az egyenest forgatjuk, hanem a két kitlizott ponton at az adott
korrel, egyenld kort rajzolunk és ezt is elforgatjuk, akkor ez éppen az adott korre forgathat6. Ez esetben azonban a



forgatas kozéppontja rajta lesz a két kor kdzéppontjanak tavolsagat felezé merdlegesen. Ez az egyenes metszi tehat ki
a keresett pontot az adott egyenesbdl.

A szerkesztés elvégezhetd, ha a két pont tavolsdga nem nagyobb az adott kor atmérgjénél. Ezen kiviil akkor sincs
megoldéasa a feladatnak, ha a szerkesztéshez felhasznalt felezd merdleges parhuzamos az adott egyenessel. Ez akkor
kovetkezik be, ha az adott kor kdzéppontjabol az adott egyenesre bocsatott meréleges talppontja felezi a két kitizott
pont tavolsagat. Ekkor parhuzamos eltolassal vihets a két pont egyidejileg a korre.

Latszolag két megoldésa van a feladatnak, mert a kitiizott pontokon at két kivant nagységu kor rajzolhaté. E két
kor szimmetrikus az adott egyenesre nézve. Igy a kétféle szerkesztésnél hasznalhato felez6 merclegesek és az adott
egyenes oldalfelez6 merélegesei annak a haromszognek, melyet az adott kor és a két segédkor kozéppontjai alkotnak.
E harom egyenes tehat egy pontban talalkozik. Igy a kétféle szerkesztésben hasznalt felez6 merélegesek ugyanazt a
pontot metszik ki az adott egyenesbdl.

II. megoldas: A keresett pont hatvanya az elforgatott egyenesen szamitva ugy nyerhets, mint a keresett ponttol a
kitlzott pontokig mért tavolsagok szorzata. Ugyanekkora a hatvanya a keresett pontnak barmely a kitiizott pontokon
atmend korre nézve. Igy egy ilyen kornek és az adott kornek a kozos hatvanyvonala metszi ki a keresett pontot az
adott egyenesbdl. Célszeri olyan kort rajzolni az adott pontokon at, amely metszi az adott kort.

Az el6bbi megoldas is tekinthetd ilyen tipusi megoldasnak, mert az ott hasznalt kézépmerdleges a két egyenld
sugart kor hatvanyvonala.

Haladok feladatai:
1. Legyenek m és n adott nulldtol killonbézd pozitiv szdmok. Oldjuk meg az
al =y,
™ =qy"

egyenletrendszert.
I. megoldas: Emeljiik az els6 egyenletet m-edik, a masodikat y-adik hatvanyra:

x =y s x =y .

Innen

Ez az egyenlGség ugy allhat fenn, hogy vagy y = 1, vagy mz = ny.
Az els6 esetben a kiindulasi egyenletbdl adodik, hogy x = 1. A maéasodik esetben a nyert egyenletbdl x értékét a
mésodik kiindulasi egyenletbe helyettesitve

(B)" v =v o= (3)7 = B= (2)7T
_ = = _ N €r = — = _ .
m ) y., ¥ m ; my m

Az eredményeket az elsé egyenlet baloldalaba helyettesitve

m n n
) n—m

n\ e () P n\ e G n\nem (5 .
= (@) @I

m m

3|
i
:



A nyert eredmények tehat valoban megoldasai az egyenletrendszernek.

II. megoldas: Az els6 egyenletnek konnyen elGéllithatjuk az 6sszes megoldésait: Ha = = 1, akkor y = 1. Ha x # 1,
akkor vegyiik mindkét oldalnak logaritmusat (nem lényeges, hogy milyen alapszamra vonatkozoan)

1 1 logy
ogr = zlogy, azaz = = .
ylog 8Y logz
Jeloljiik ezt a hanyadost t-vel, azaz y = tx és a vizsgalt egyenletbdl
xt:ﬂ — xmt;ﬂ’
és innen
1 ¢
zt = xt, x=tt—1, y=te=ti1,

feltéve, hogy t # 1. Utobbi esetben = = y és ez mindig kielégiti az egyenletet. Igy az els6 egyenlet 6sszes megoldasai

1 _t
r=y és x=1tt-1, y=tt-1,

Ezeket a mésodik egyenletbe helyettesitve 2" = 2™ csak akkor allhat fenn, ha = = 1, ekkor y = 1.
A masodik értékpart behelyettesitve

m nt m
tt—1 =¢i-1, ahonnan m = nt, azaz t=—
n

)

és ezt behelyettesitve x és y kifejezésébe, éppen az elébbi megoldasokat kapjuk.

2. Szorozzuk meg a téglatest egyes oldallapjainak teriletét a keriletikkel. Bizonyitsuk be, hogy az igy keletkezett hat
mennyiség dsszege legaldbb akkora, mint a test térfogatinak 24-szerese.

I. megoldas: Jeldljiik a test éleinek hosszat a, b, c-vel. Ekkor a bebizonyitandé egyenlGtlenség
2ab - 2(a +b) + 2bc- 2(b+ ¢) + 2ca - 2(a + ¢) = 24abe,

azaz 24-gyel osztva
abc.

a?b 4 a?c+ b%a + b2c + Ca + 2b S
6 =

A baloldal 6 mennyiség szamtani kozepe, a szamok mértani kozepe pedig éppen abe és tudjuk (lasd pl. Aczél — Surany:
Egyenlétlenségek III. évf. 3. sz.), hogy a szamtani kézép nagyobb a mértaninal, egyenl6k csak akkor lehetnek, ha az
Osszes szdmok egyenlék, ami esetiinkben csak ugy kovetkezhet be, ha a = b = c.

II. megoldas: ElGismeretek felhasznéalasa nélkiil is eljuthatunk az egyenlGtlenség bizonyitasdhoz. Azt kell megmu-
tatnunk, hogy az egyes tagoknak a térfogattol szamitott eltérését megvizsgalva, ezek Gsszege mindig pozitiv.

(a®b — abc) + (a*c — abe) + (b2a — abe) + (b*c — abe) + (c2a — abe) + (¢*b — abe) =
=ab(a —¢)+ ac(a —b) + ba(b — ¢) + be(b — a) + ca(c — b) + cb(c — a) =
=(a—c)b(a—c)+ (a—b)c(a—b)+ (b—c)a(b—c) =
=(a—0b)*c+ (b—c)*a+ (c—a)?b,

és ez a kifejezés pozitiv, ha a, b, ¢ pozitiv. Nulla csak tgy lehet, ha a = b és b = ¢ (¢ = a ebbdl kovetkezik), ami azt
jelenti, hogy a harom szam egyenld.)

II1. megoldas: Osszuk a bizonyitando6 egyenltlenséget a pozitiv abe-vel. Ekkor a baloldal rendezése utén

a b b ¢ ¢ a
-+ -+-+;+-+-26.
b a ¢ b a c
De egy szamnak és a reciprokanak az Gsszege legalabb 2, s igy valoban helyes az egyenl6tlenség, amibdl abe-vel vald
szorzassal a bizonyitand6 egyenlGtlenséghez jutunk.
A felhasznalt allitas igy lathato be:

n+l_2:n2—2n+1:(n—1)2
n n n

1%

0, ha n >0,

s igy
1
n+— =2

3



3. Melyek azok az n egész szamok, amelyekhez taldlhato olyan konvex, siklapokkal hatdrolt test, melynek n éle van?

I. megoldas: ElGszor megmutatjuk, hogy 7 kivételével minden 5-nél nagyobb élszdmhoz tudunk ennyi élet tartal-
mazo testet szerkeszteni.

Ha az élszam paros: 2n, akkor az n-oldala gula megfelel a feltételnek. Minden ilyen gulabol paratlan élszamu testet
kapunk, ha az egyik haromszogd lapjara még egy tetraédert illesztiink.

A keletkezs test konvex is marad, ha a tetraéder cstucsat azon tetraéder belsejében valasztjuk, melyet a kivalasztott
oldal és a szomszédosak meghosszabbitésa alkot. Ilyen modon minden gila élszamat 3-mal tudjuk novelni. Igy 6-on
folil 7 kivételével minden paratlan élszamhoz tudunk ennyi éld testet késziteni.

Megmutatjuk azt is, hogy 7 éld test nem lehetséges. Valoban egy test lapjait hatarold éleket Gsszeszdmolva az
élszam 2-szeresét, esetiinkben 14-et kapunk. Nem lehet minden lap haromszog, mert 14 nem oszthatd 3-mal. Van tehat
egy legalabb 4 oldalua lap és ennek éleihez csupa kiilonb6z6, legalabb 3 szogt lap csatlakozik.

Ekkor azonban ezen a sokszogd lapon és a hozza csatlakozdkon egyiitt legalabb 4 4+ 4 -3 = 16 élet tudnéank
megszamolni, nem pedig 14-et. 7 éld test tehat nem lehetséges.

II. megoldas: Gulabol szerkeszthetiink olyan testet, amelyiknek csak 1 4j éle van. Itt viszont az kell, hogy a gula
alapja legalabb 4 oldalua legyen.

Valasszunk ki egy atlot a gula alapjan. Képzeljiik ezt gumiszalbol elkészitve és mozgassuk tovabb gy, hogy
végpontjai tovabbra is az odafut6 oldaléleken maradjanak. Szemeljiink ki az alaplapon az 4tl6 mindkét oldalan egy-
egy csucsot. Ezeken a csicsokon és az elmozditott atlén at fektessiink egy-egy sikot és metssziik el ezeket a gila
oldallapjainak meghosszabbitasaval.

A keletkezd testen az eredeti gula alaplapjanak minden élét egy aj él helyettesiti. Ezen kiviil él lett az elmozditott
lapatlobol is. Igy az élek szama 1-gyel novekedett. A 7-es élszam azonban most is kimarad, mert fel kellett tenniink,
hogy az alaplap legalabb 4 oldalu.

Hogy hét éli test nincs, azt igy is belathatjuk: szamoljuk ssze az egyes csticsokba futé éleket. Igy minden élet
kétszer szamolunk: mindkét végpontjanal kiilon, tehat 7 éld testnél 14-et kell kapnunk. Méasrészt egy csticsba legalabb
3 él fut, tehat 5 csicsa nem tehet a testnek, mert akkor a megszamolas legalabb 15-6t adna. 4 cstcsu test viszont
egyediil a tetraéder (harom oldala gula), aminek 6 éle van, nem pedig 7.



