Hatvanykozepek kozti egyenlStlenségekkel foglalkozva lattuk, hogy a mértani kozép elvilasztja a pozitiv és negativ
kitevGs hatvanykozepeket. Bizonyitasainkat tulzott bonyodalmak elkeriilésére csak racionalis kitevékre korlatoztuk.
Igy megmutattuk, hogy ha 7 pozitiv racionélis szam és a1, as, ..., ap tetszés szerinti pozitiv szamok, amelyek kozt
vannak kiilénbo6z6k, akkor

+...+aj

rlal + al
,k/alag...ak< \/1 2l<: ,

vagy mindkét oldal 10 alapt logaritmusat véve
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(1) E(lga1+lga2+...+lgak)<;lg

ai +as+...+aj
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Itt a jobboldali logaritmusos kifejezést szeretnénk — esetleg alkalmasan nagyitva is kdzben a kifejezést — agy atala-
kitani, hogy abban az egyes a-k kiilonvalasztva szerepeljenek. Nézziik tehat, milyen fels§ korlatot tudunk talalni az
lg z fiiggvény szamara.

Rajzoljuk meg az lgx fliggvény gorbéjét. Miutan a gorbe alulrél konkiv, meghizva egy érint6t, a gérbe minde-
niitt ez alatt marad. Rajzoljuk meg az x = 1 abszcisszaju pontban az érintét. Jeloljiik ennek meredekségét mqg-zel.
(Meredekségnek nevezziik az egyenes ordinatajanak valtozasat, mialatt az abszcissza egy egységnyit valtozik.)
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Ekkor az 1 abszcisszaju ponttol egy tetszésszerinti x pontig az ordinata valtozasa mig(z — 1). Mivel az 1 absz-
cisszéhoz az lg1 = 0 ordinata tartozik, igy az érint6 az mio(xz — 1) fiiggvény képe. El6bbi megallapitasunk tehat az
algebra nyelvén igy irhat6: ha © # 1

(2) lg.I < mlo(I — 1)

Itt, ha = > 1, akkor atoszthatunk x — 1-gyel, ha pedig x < 1, akkor mind két oldal negativ lévén elGszor —1-gyel
szorzunk, ellenkezére valtoztatva az egyenlStlenség jelét és aztan 1 — x-szel osztunk. Igy azt kapjuk, hogy

lgx —lgz gz

h 1 é =
I_1<m10, a T > €s 1— 2 1

>mig, ha 0<x<1.

Ennél az egyenlGtlenségnél tobbet is mondhatunk: ha elég kozel valasztjuk z-et 1-hez, akkor lgz/(x — 1) értéke
tetszésszerint kevéssel fog eltérni mqo-t6l. Pontosabban szolva akarmilyen kis pozitiv e szamot valasztunk is, ehhez
mindig ki tudunk jel6lni az x = 1 pont koriil egy alkalmas kis szakaszt, hogy az ebbe a szakaszba esG z-ekre a
szobanforgo tort e-nél kevesebbel kiilonbozzék mio-t6l. Rajzoljuk meg ugyanis az mig — e meredekségt egyenest is az
(1,0) ponton at. Ez még pontosan egy pontban metszi a gérbét a konkivsag miatt, mégpedig az (1,0) ponttol jobbra,
mert 1-nél kisebb abszcisszakra az egyenest és a gorbét elvalasztja az érint6. Jeldljiik ennek a metszéspontjat xi-gyel,
akkor nyilvan 1 < z < xj-re

1
lga > (mig — )@ — 1), vagyis mip > —==

> miyg — €.
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Hasonloan lathato, hogy az mig + e meredekségii (mip + ¢)(x — 1) egyenes egy 0 és 1 kozti xo abszcisszaju pontban
metszi masodszor a gorbét. Igy ha (0 <)zs < x < 1,

lgz > (mio +e)(z—1)

és mivel lgx is, x — 1 is negativ, innen, meg a fonti egyenl&tlenségbdl
lgx
mig < —— < mig +e.
z—1
Igy azt kaptuk, hogy ha z1 > = > x9,

lgz
(3) m10+e<%<m10+e,



1
ami valéban ezt jelenti, hogy ebben a szakaszban g:El e-nél kevesebbel kiilonbozik mjg-t6l. Ezt rovidebben igy is

irhatjuk az algebra nyelvén:
lgx

—mio| < e.

r—1

A talalt egyenlGtlenségeket alkalmazzuk az x = a” értékre, ahol a egytdl kiilonb6z6 pozitiv szam, r pedig pozitiv
raciondlis szam. Ekkor azt kapjuk, hogy
rlga < myp(a” —1).

Innen, mivel r és m pozitiv,

-1 1
a > 89

(4)

T mio

Masrészt azt is megmutathatjuk, hogy a bal és jobb oldal kiilonbsége tetszésszerint kicsi lesz, ha r-et elég kicsinek
valasztjuk. Ha ezt bebizonyitottuk, abboél utolsé allitdsunk azonnal kovetkezik. Lattuk ugyanis, hogy barmilyen pozitiv
e szamhoz megadhat6 olyan z1 > = > x9 szakasz az 1 pont koriil, amelyen beliil fennéll a (3) egyenlStlenség. Még
bizonyitandé allitdsunk éppen azt jelenti, hogy ha a > 1, akkor talalhat6 olyan r pozitiv racionéalis szdm, melyre

1<a” <z,

ha pedig 0 < a < 1, akkor taladlhat6 olyan r, amelyre

To < a” < 1.
Az igy kivalasztott r-re (3) elsé része szerint
5) < rlga
mig — e .
10 o —1
Osszunk még lg a-val:
mio € T

< .
lga lga a"—1

r
Innen el6szor is leolvashatjuk, hogy T nem lehet tal kicsiny, hiszen e-t tetszésszerint valaszthatjuk (persze maés

a””
és mas e értékhez mas és mas r érték lesz megfelels.) Legyen pl.: e = % akkor azt kapjuk, hogy

) T
21lga e —1
L . , a” —1
Szorozzuk masrészt az (5) egyenlStlenséget -zel, akkor
mio

-1 T—1 1
a e a < ga

T mio T 7’TL107

azaz, felhasznalva (4)-et és (5')-t .

lga a" —1 lga e a” —1 lga 2lga
S LAY il L <22 e85t
mio T mio mio T mio mio

amint r-et elég kicsinynek valasztjuk.

Itt szamunkra csak annyi lényeges, hogy e szorzoja egy hatarozott, az r valasztasatol fiiggetlen mennyiség. Igy ha
T

-1 1
a " eltérése %—té’l 1/1000-nél kisebb legyen, akkor elGszor is e-t kell tigy valasztani, hogy
10

azt akarjuk elérni, hogy

1
még a g—;L—szerese is 1/1000 alatt maradjon. Ezutén ehhez az e-hez hatérozunk meg egy olyan z1 > x > xo szakaszt,
m3,

amelyre teljesiil a (3) egyenlGtlenség és az e = % -nek megfelels hasonlo egyenlGség is, és végiil egy olyan r értéket,

melyre x1 > a” > xo. Ezzel bizonyitva lesz allitasunk, ha még megmutatjuk a kévetkezs segédtételt:
ha a pozitiv szdm €s e tetszés szerinti kis pozitiv szam, mindig taldlhato hozzdjuk olyan pozitiv, raciondlias r szdm,
melyre
l—e<a" <1l+e.

! Ezzel megoldasat adtuk a 376. feladatnak.



A bizonyitéas a Bernoulli-egyenlétlenség alapjan torténhet, szészerint ugyantigy, mint ahogyan IV. kézleményben +/a-
ra bizonyitottunk egy hasonlo tényt (IIL. évf. 205. old.). Tudjuk, hogy ha h > —1, akkor

(14 h)*<1l4he, ha O0<z<1
és (1+h)">1+hx, ha z>1, vagy = <O0.

Esetiinkben ha a > 1, és r szaméara 1-nél kisebb értéket keresiink csak, akkor az els6 egyenlétlenség szerint

a"=[1+(a—-1)]" <1+r(a—1).

Valasszuk r-et ugy, hogy az 1l-en kiviil az ¢ 1 értéknél is kisebb legyen, akkor az igy valasztott r-re

l<a" <1+e.

Ha viszont 0 < a < 1, akkor a masodik egyenl6tlenséget hasznéljuk fel negativ kitevs esetén:

1\7" 1—a\ " 1—
aT:<—> z(l—i— a) >1—r a'
a a a

Itt, ha a kozel van 0-hoz, az r szorzdja barmilyen nagy lehet, de minden esetre r-t6l fiiggetlen érték és igy r valaszthatd
1—a

olyan kicsinek, hogy r < e legyen. Ez esetben az igy megvalasztott r-re az

1>a">1-¢

T

egyenl6tlenség fog fennéllni. Ezzel segédtételiinket bebizonyitottuk s igy az -re vonatkoz6 allitas bizonyitasa is

teljes. k]
Térjiink most vissza a szamtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenség kérdésére. Az (1) egyenlGtlenség jobboldala
(2) szerint igy alakithato:

llga’{—kag—!—...—l—az < Mo ai+ay+...+a; —k
T k - k '

Az éppen bebizonyitott tétel szerint tetszés szerinti kicsi pozitiv [ korlathoz talalhatunk olyan r; kitevét, melyre

1 1 1
ga‘l _ l < a‘l < ga‘l + l
mio (1 mio
hasonléan olyan r»-t is, melyre
1 2—-1 1
ga’2 _ l < a‘2 < ga’2 + l7
mio T2 mio

és igy tovabb, végiil egy olyan r-t, melyre

lga
gag _l<
mio Tk mio

ar —1 - lga2+l.

A kitevok koziil a legkisebbet valasztva r-nek arra mindegyik felirt egyenlGtlenség egyidejileg teljesiil és igy erre

Igay +1gas +... +1gar a{—1+a§—1

kl < +
mio r
7 —1 1 1 oo+ 1
(6) b4l _Batgat. gak
T mio

Az (1), (5) és (6) egyenlGtlenségek egyiitt azt adjak, hogy alkalmas elég kis r-re

a{—i—ag—i—...—i—ag) -

1
(lga1+lga2+...+lgak)<;lg( :

=

l
< =(gas+lgas+...+1gag) + pg
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Az r-edik hatvanykozép tehat legfeljebb [/mig-zel térhet el a mértani kozéptdl. Itt mqg egy adott érték (kiszamithato,
hogy m1g = 0,43429...) igy I/mqo is tetszés szerint kicsinek valaszthato. Ha egy megadott h szamnal kisebb eltérést

2Ezzel megoldasat adtuk a 377. feladatnak.



akarunk elérni, akkor [-et myo h-nal is kisebbre kell valasztanunk; a fenti bizonyitas szerint ehhez is talalhato6 olyan 7,
melyre az r-edik hatvanykozép logaritmusa h-nal kevesebbel mulja feliil a mértani koézép logaritmusat.
Vizsgaljuk még meg a negativ kitevds hatvanykozepek kérdését. Tudjuk, hogy

_1
((1/a1) -l—(l/az)k-i-...-i-(l/ak) ) " < Yaraan

Vegyiik mindkét oldal reciprokat, az egyenl6tlenséget ellenkezére valtoztatva és alkalmazzuk eredményiinket az 1/aq,
1/ag, ..., 1/ay szdmokra, kapjuk, hogy tetszésszerinti h szamhoz talalhatunk olyan kitevét, melyre

11 1 1. (1a)" + (1 ag)"+... + (1/ap)"
lg k—-—...—<—1g(/a1)+(/a2)+ + (1/ak) <
ay ax ag T L

1 1 1
<lg 1k/—~—...——|—h.
a; ag Q.

_1
g m>1g<(l/a1) +(1/a2)k+...+(1/a) > T S

> lg Varaz . ap —h

vagyis alkalmas kis kitevs esetén a negativ kitev6hoz tartozé hatvanykozepek logaritmusa is tetszés szerint kozel jut a
meértani kozép logaritmusahoz. &
Ezek alapjan joggal tekinthetjiik a mértani kozepet ,nulladik hatvanykozép™nek.

Szorozzuk végig az egyenlStlenséget —1-gyel:

3Ezzel megoldasat adtuk a 378. feladatnak.
4Ezzel megoldasat adtuk a 379. feladatnak.



