Egy alkalommal, amikor e cikk egyik szerz6jének kislanyaﬁ a jatszotéren hintézott, a kovetkezs kérdést tette fel:
»Apa, hol kell kiugranom a hintabol, hogy a legmesszebbre ugorjak?” Ez a kérdés latszolag egyszert, egy 10 éves kislany
is megfogalmazhatja. A véilasz azonban méar korantsem ilyen egyszert. Pontosabban szolva, a (tomegpontnak tekintett)
kislany mozgasat kozépiskolai ismeretek alapjan le tudjuk irni, ez nem latszik bonyolult feladatnak. A nehézség abbol
adodik, hogy a kapott eredménybdl csak numerikusan tudjuk meghatarozni, hogy mikor érdemes kiugrani a hintabol.
(A tényleges kiugrasrol — annak veszélyessége miatt — természetesen le kell beszéljiikk a kisgyerekeket, de a probléma
fizikajan érdemes elgondolkodnunk.)

Sokan ismerik azt a tényt, hogy a kiilonboz6 szogekben, de azonos kezd&sebességgel elhajitott kovek kozil az
esik a legmesszebbre, amelyiket a vizszinteshez képest 45°-0s szogben hajitunk el. Természetesen ebben az esetben
feltételezziik, hogy a kozegellenallast elhanyogolhatjuk, és a mozgas homogén gravitacids térben toérténik. A | hintas”
probléma és az elhajitott k& kozott az a kiilonbség, hogy a két esetben méas a kezdéfeltétel. Ezért nem is varhatjuk,
hogy akkor kell kiugrani a hintabél, amikor a hinta kitérése éppen 45°. Tegyiik fel, hogy hintazas kozben kialakul egy
periodikus mozgés, és ekkor a hinta egy bizonyos maximalis szdgig lendiil ki. Megmutatjuk, hogy a kiugras ,optimalis”
szoge (amelynél a legmesszebb ériink a talajra) fiigg a nyugvo helyzetben 1év6 hintanak a talajtol szamitott tavolsagatol,
és attol, hogy a kiugras el6tt a hinta periodikus mozgéasa soran mekkora a hinta legnagyobb kitérésének a szoge. Latni
fogjuk, hogy a fenti két paraméter fiiggvényében ennek az optimaélis kiugrési szognek is van egy felsé korlatja. Ennél
nagyobb szogben semmi esetre sem érdemes kiugrani a hintabol, ha a lehet6 legmesszebb akarunk a talajra érni.
Meglepd modon, ez a szog csak néhany fokkal kisebb a fent emlitett 45°-néal.

A hintabdl valé kiugrast modellezziik egy ingara erGsitett test mozgasaval, amikor az inga fonala egy pillanatban
elszakad! Ebben a kozelitésben feltessziik, hogy a test pontszerd, és az ingat matematikai inganak tekintjiik. Az 1. @brdn
az [ hosszsagu inga fonalara kotott test mozgasa lathatd, amikor a fonal o szognél elszakad. A test mozgasat a kiugras
el6tt ingamozgéssal, a kiugras utan ferde hajitassal irhatjuk le. Tegyiik fel, hogy az inga maximalis kitérésének a szoge
a fonél elszakadasa el6tt ag, és az inga nyugalmi helyzetében a test h magassagban van a talaj folott! Nyilvanvaloan
a < agésh>0.A test az 1. dbrdn bejelolt d talvolsdgban ér talajt.
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A fonal elszakadasakor, azaz amikor az inga kitérése a, a test v sebességének nagysagat az energiamegmaradasbol
szamithatjuk ki:

(1) v = /2gl (cos o — cos ayp),
és a v sebességvektor irdanya « szdget zar be az x tengellyel. A fonal elszakadasa utéan a test a ferde hajitasnak
megfelelGen mozog. A kezdd@sebességet a fenti képlet adja, a hajitas szoge a vizszinteshez képest pedig a. A fonal

elszakadasatol szamitott ¢ idS malva a test koordinatéi (az 1. dbrdan felvett koordinata-rendszerben):

(2) z = lsina + vtcosa,
(3) y:h+l(1—cosa)+vtsina—gt2.

Jeloljiik to-lal azt az id6t, amennyi id6 mulva a test a talajra érkezik, azaz amikor y(tp) = 0. Ebbdl a feltételbol a
ferde hajitas soran eltelt ¢y idére egy masodfoka egyenletet kapunk, amelynek megoldasa:

t h

(4) 0 _psjna—|—\/p2sin2a—|—1—COSOé+—, ahol
2l/g l

(5) P = 4/COSx — COS (.

LGlackler Lili.



Ebben a pillanatban a talajra érkezés tavolsaga: d = x(tp), és a (2) és (4) egyenletek felhasznalasaval a kovetkezs
eredményt kapjuk:

d h
(6) %):sina—i—%?cosa(psina—i—\/p2sin2a+1—cosa+7),

ahol p-t az (5) egyenletben definialtuk. A d tavolsag az inga [ hosszénak egységében mérve csak az o és ag szogektol,
illetve a h/l aranytol fiigg, és a 0 < a < agp esetben van értelmezve. A 2. dbra a d tavolsdg « szogt6l valo fiiggéseét
mutatja adott g szOg és h/l magassag mellett. Jol lathato az abrabol, hogy d(a)-nak maximuma van egy bizonyos
a = o értéknél. A numerikus szamitasbol a 2. dbra paramétereivel o = 37,6° adodik.
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2. abra

Vajon taldlunk-e maximumot méas h/l, illetve «y értékek mellett is? Erre a 3. dbra ad valaszt, ahol a d tavolsagot
abréazoltuk az « és ag szogek fliggvényében, rogzitett h/l mellett. Lathato, hogy a kapott feliilleten barmely alland6 ag
szognek megfelel§ vonalon haladva mindig egy maximumon kell atmenni. A 3. dbrdnak «p = 70°-nal vett ,metszete”
lathato a 2. d@brdn. A feliilet a (0;0) pontbél indulo, emelkeds ,hegyhathoz” hasonlit. Mivel a d tavolsag harom mennyi-
ségnek a fliggvénye, csak olyan feliileteket tudunk dbrazolni, amelyeknél a harom valtozé koziil egyet mindig rogzitiink.
A d tavolsag tovabbi vizsgéalatabol kideriil, hogy a feliilet hasonlé modon viselkedik nagyobb h/l aranynal is, csak még
meredekebb a hegyhat. A feliilet jellegét a 4. dbrdn lathato ,domborzati térkép” segitségével is tanulméanyozhatjuk (az

egyes arnyalatok kiilonb6z6 d/l értékeknek felelnek meg). Az arnyalatok gyorsabb véltozasa meredekebb ,emelkedst”
jelent.
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3. dbra. A d tavolsagnak (I egységekben mérve) az « és ag szogektol valo fliggése rogzitett h/l = 0,1 mellett.
A szogeket fokokban mértiik
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4. dbra. A 3. dbra ,domborzati térképe”. A szogeket fokokban mértiik

Megallapithatjuk, hogy a talajra érkezés d tavolsidga valéban maximumot vesz fel egy bizonyos a* értéknél, ami
termeészetesen fiigg a h/l, illetve o paraméterektsl. A d(«) fliggvény maximumanak o helyét a fiiggvény o szerinti



derivaltjanak zérushelyébdl szamolhatjuk ki. A (6) képlettel adott d(«) derivaltja meglehetGsen bonyolult fiiggvény,
amelynek zérushelyét csak numerikusan tudjuk kiszdmitani. Az eredmény az 5. dbrdn lathato, ahol az o szognek
ap-tol valo fliggését abrazoltuk kiilonbozs h/l ardanyok mellett. A szamitast kiterjesztettiik arra az esetre is, amikor
az inga (pontosabban a hinta) akar ap = 180°-ig is kilendiilhet. Az abra alapjan lathato, hogy az o™ sz0g az o sz0g
monoton novekvs fiiggvénye. Kis ap szogekre meglehetGsen gyors a fliggvény véltozasa, mig nagyobb «q értékekre a
fiiggvény ,laposabb”. Az is vilagos az abrabol, hogy h novelésével a* csokken, maximumat, a* = 42,94°-ot pedig h = 0
és g = 180°-nél veszi fel. Ha a hintaval csak legfeljebb ap = 90°-ig tudunk kilendiilni, akkor a legnagyobb ugrashoz
tartozo kiugrasi szog felsé korlatja a*(ag = 90°, h = 0) ~ 40,99°.
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5. abra. Az o szognek az aq szogtol valo fiiggése h/l = 0;0,1;1; 100 magassagok mellett. A szogeket fokokban mértiik

Osszefoglalva a kovetkezd megallapitasokat tehetjiikk. A hintabol valé kiugras optimalis szoge erdsen fiigg attol,
hogy nyugalomban a hinta milyen magasan van a talajhoz képest (pontosabban ezen magassag és az inga hosszanak
aranyatol), illetve, hogy hintézas kézben mekkora a hinta legnagyobb kitérésének a szoge. Az optimalis szoget csak
numerikusan tudjuk meghatarozni, ezért hintazas kézben nehéz gyors valaszt adni a bevezetGben feltett kérdésre. Ami
biztos, hogy ez az optimaélis sz0g nem lehet nagyobb 43°-nél. Meglep6 moédon ez a szog csak 2°-kal kisebb a ferde
hajitasnal ismert optimalis szognél.

Végiil talan érdemes megjegyezni, hogy a fizikdn tal van egy masik, nagyon fontos tanulsag is. Figyeljink oda,
hogy mit kérdeznek a gyermekeink, didkjaink! Tanulhatunk télik.

Ko6szonetiinket szeretnénk kifejezni Tichy Gézdnak és Kormdnyos Andornak a kézirat olvasasa utan javasolt hasznos
tanacsaikért.



