Ezzel a cimmel jelent meg egy tanulsagos cikk az akkor mar fizikai rovattal is kiegészitett Lapok 1959/9. szaméban.
A cikket Vermes Miklos irta, a Fizikai Rovatot Kunfalvi Rezsd szerkesztette. JO baratok voltak, egyiitt masztak a
hegyeket is; mindketten idén lennének 100 évesek. Az alédbbi irdst az 6 emlékiiknek ajanlom.

*

YA fiszdl meghajlik a szélben, a damaszkuszi penge a vive kezében. Hagjlitdsra vannak igénybe véve azok a vizszintes
gerendak is, amelyeket az eqyik végikin befalaztak és masik végikon terhet hordanak. Természetesen a rugalmas lehaj-
lasrol van most sz, amikor az alakvdltoztato erd megszinte utdn a tdrgy visszatér eredeti alakjdba. Vizsgaljuk meg a
haglitds torvényeit.” Igy kezdddik Vermes Miklos irasa. Kivalé invokacio; innen folytassuk!

Tudjuk, hogy a lehajlo rud fels§ része megnyulik, az alja Gsszenyomodik, és lesz egy semleges szal, valahol kozé-
pen, aminek a hossza nem véaltozik meg. Vajon milyen alaka lesz ez a semleges szal? Vékony rud esetén akar ezt is
kérdezhetjiik: milyen alaku lesz a lehajlé rad?

Tankonyvekben, még egyetemi tankdnyvekben is a lehajloé riud altalaban koriv alakd. Ennek proézai oka van: a
rajzolo a legegyszertibb megoldést valasztja, a szerzé és a lektor pedig siman elfogadja az dbrat, tgysem a meghajlitott
rad alakja érdekes, hanem a rid végének a lehajlasa; erre irnak fel, vezetnek le megfelel§ formulakat.

Itt most két esetet targyalunk. Az egyik, amikor a vizszintesen befogott rid sulytalan, csak a végét terheljiik
fliggblegesen lefelé iranyuld F' erével. Nem eréltetett ez az idealizalds, minden olyan esetben alkalmazhatd, amikor a
rad végeét terhel6 F' erd sokkal nagyobb, mint a rad sajat silya. Gondolhatunk akar egy ugrédeszkara, amit a miugrok
hasznalnak, akar egy horgaszbotra, amivel ,,az évszazad fogasat” akarjuk kiemelni a vizb6l. A K6MaL 2005/2. szdmanak
hatoldalan lathatunk egy fényképet a meghajlé hurkapalcardl, aminek végeét egy vizzel teli nagy tejfolos pohar stlyéaval
terhelte meg a fényképet készitG Kocsis Vilmos. Tessék megfigyelni a palca alakjat! Legjobban a befogasnal gorbiil,
legkevésbé pedig a méasik végén, ahol az eré hat — itt szinte kiegyenesedik!

Masik eset az, amikor a vizszintesen befogott rid a ,sajat sulya alatt” hajlik meg. Ennek még tobb alkalmazasa van
kornyezetiinkben: visszavezethet6 ra a fak dgainak meghajlédsatol kezdve a hidak meghajlasaig nagyon sok jelenség. A
magasugré vagy rudugré léc behajlasa példaul dgy targyalhato, mint a ,kéttdmaszt tartd” behajlasa.

Egy gyilimo6lcs6z6 analdgia

Jol ismert a forgémozgas alapegyenlete, a dinamika forgdémozgasra vonatkozé alaptorvénye:
M=0-p.

Jelentése: a testre hato forgatonyomaték és a létrejovs szoggyorsulds aranyosak, az ardnyossagi tényezé a tehetetlenségi
nyomateék.
Formailag ehhez hasonld Gsszefiiggést lehet felirni sztatikdban, hajlitds esetén:

M = (EI)-G.

Jelentése: a meghajlitott test adott pontjaban haté forgatényomaték és az adott pontban létrejovs gorbiilet aranyosak,
az aranyossagi tényez6t hajlitasi merevségnek nevezik. Ertéke az E Young-modulus és az I feliileti nyomaték szorzata.

Ahogyan a tehetetlenségi nyomaték a testnek az adott tengelyre vonatkozo tomegeloszlasatol fiigg és folytonos t6-
megeloszlas esetén integralszamitassal hatarozhato meg, ugyantgy az I feliileti nyomaték is a meghajlo riad keresztmet-
szetének alakjatol fiigg és altalaban integralszamitassal hatarozhatd meg. Ha példaul a meghajlo rad keresztmetszete
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a szélességii és b magassagn téglalap, akkor I = —ab®.

Tovabbi hasonlésag a két Osszefiiggés kozott, hogy a dinamikai egyenletben szerepld szoggyorsulés a szogelfordulas
idd szerinti mdsodik deriviltja, mig a sztatikus egyenletben szerepls gorbiilet a lehajlo rud alakjat megado y(x)
fiiggvény hely szerinti mdsodik derivdltja (legalabbis elsé kozelitésben, kis lehajlas esetén). Eppen ez ad lehetdséget
arra, hogy a lehajlé rad alakjat meghatarozzuk.

1. dbra



I. eset. Tegyiik fel, hogy a vizszintesen befogott radnak [ hosszusagu darabja &ll ki a falbél. A rad stlyatol
eltekinthetiink, amikor a végére F ers hat fiiggslegesen lefelé (1. dbra). Ekkor a befogott végétsl « tavolsagra (0 < x <1)
lévé pontra vonatkozo forgatényomaték

M=F( - x).
Ezek szerint P2
Y

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasat szolgaltato y(z) fliggvény adja meg a lehajlé rud alakjat. Nem is olyan

nehéz ezt a fliggvényt megtalalni. Ha
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Felhasznaltuk kozben, hogy a befogasnal (z = 0-nal) y = 0 és az érintd vizszintes: & _ 0.

akkor

és hasonlé6 modon

x
A lehajlo rud tehat nem koriv alakd, se nem parabola alakt, hanem egy harmadfoki gorbébdl szarmaztathato.
Ebbdl a fiiggvénybsl megkaphatjuk azt a képlettarakban is szerepld formulat, ami a rad végének lehajlasara vonatkozik:

(1) = F (13 1B\ FUP
WW=FI\2 " 6) " El3
. ) PP I 3 )
Specialisan téglalap keresztmetszetd rudnél: I = Eab , tehat
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II. eset. Ha a rad sajat sdlya alatti lehajlasat vizsgaljuk, akkor azt kell figyelembe venniink, hogy a rad adott «
pontjara vonatkoz6 hajlité nyomaték a G Osszstlyd riadnak attol a részétsl szarmazik, ami x-t6l a rad végéig terjed
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(2. dbra). Ennek a darabnak a silya G Tx, silypontja az x helytdl * tavolsagra van, tehat az x helyre vonatkozo
forgatonyomaték:
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2. dbra

A forgatonyomatékkal ardnyos gorbiilet most is ott a legnagyobb, ahol (I — x) a legnagyobb, tehat a befogasnal,
x = 0-nél. Az is igaz marad, hogy a meghajlott rud gorbiilete a vége felé haladva nullahoz tart, a rud szabad vége
mintegy ,kiegyenesedik”. Az els6 esethez képest a kiilonbség abban van, hogy a gorbiilet most nem linearisan, hanem
négyzetesen valtozik a rid mentén. Ha

2y G , G
Y T = (12— 2z + 22
TR A Y o z+2%),
akkor q o 5
Y 2 2, T
Yo = (e
dz 21EI< Tl 3>’
és végiil



d
Most is felhasznaltuk, hogy a befogéasnal (x = 0-nal) y = 0 és az érintd vizszintes: & _ .
x
A sajat sulya alatt meghajlo rud alakja tehat egy méasod- , egy harmad- és egy negyedfoku ,parabola” megfelels
sulyozott keveréke. A rad végének lehajlasa:

Ha téglalap keresztmetszetd rudrol van szo:

Felhasznalhatjuk, hogy G = V pg = labgg, ezzel

og I*
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Erdekes, hogy a lehajlas anyagi minGségtsl valo fiiggése a % hanyadoson keresztiil jelenik meg. Példaul acélra
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alig tér el a fenyGfara érvényes értéktSl. Az azonos keresztmetszetd és hossziusagu acélrad tehét nagyjabol ugyanugy

hajlik le a sajat stlya alatt, mint a feny6fabol késziilt rud. A kiilonbség majd akkor jelentkezik, ha kiils6 erd terheli a

rudakat.

Sok érdekes kovetkezménye van még a most levezetett formulaknak, a lehajlé rad alakjara kapott 6sszefiiggéseknek;
az Olvasd maga is felfedezhet néhanyat. Befejezésiil alljon itt az a probléma, melyet Vermes Miklos vetett fel az
emlitett cikk végén: ,Erdekes annak a gerenddnak a lehajlisa, amelynek keresztmetszete ékalakian vékonyodik a vége
felé. .. ”. Vajon ekkor milyen alaki lesz a sajat sulya alatt meghajlé gerenda? Szinte latom, ahogy Vermes és Kunfalvi
Osszekacsintottak: erre a hegyre nem lesz konnyt felmaszni, de biztosan lesz olyan, akinek sikeriil!
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