A magassagvonalak talppontja altal meghatarozott haromszog, az un. talpponti haromszog igen sok érdekes tu-
lajdonsaggal rendelkezik. Leghiresebb az a régéta ismert tulajdonsiga, hogy a haromszogbe irt haromszogek koziil a
legkisebb keriilett (l1d. a Fejér-féle bizonyitast az I. gimnaziumi tankonyvben 332 — 334. old.). Haromszogszerkesztés
szempontjabol is sok érdekességet nyujt. Jelen dolgozatban a talpponti haromszog adatait hozzuk Osszefiiggésbe az
eredeti haromszog adataival.

1. Egyel6re hegyesszogt haromszogrol lesz sz6. Jeloljiik az eredeti ABC haromszog szogeit o, 5, v-val, e szogekkel
szemben fekv§ oldalakat a, b, c-vel, az A1 B1C1 talpponti haromszdgnek ezen oldalakkal szemben fekvé oldalai legyenek
rendre B1C1 =z, C1 A1 =y, A1B; = z (ld. az abrat).

BC B, (4 hurnégyszog, s igy

AB,Cy< = ABC< = B.

Az ABC és AB;(C4 haromszogek két szogben (« és ) megegyeznek, tehat hasonloak. Kovetkezoleg

x ABl
— =g —osa
vagyis (mindjart felirva a hasonlo képleteket y és z-re is)
) T = acosaq, y = bcos 3, 2z = ccosy

2. Jeloljiik az ABCa, magassagi pontjat M-mel, és legyenek az M A, M B, MC szakaszok rendre u, v, w.
A Thales-tétel alapjan az ABy M Cy négyszdg, valamint a BCy B1C négyszog hurnégyszog. Egy r sugara kor h(< 2r)
hurja és a hur egyik végpontjabol kiindulé dtmérd altal alkotott derékszogi haromszoghsl

h

sine’

(1) h = 2rsine, vagyis 2r =

ahol € a hurhoz tartozé hegyes keriileti szog.
Az AB; M C hturnégyszog koreé irt kor atmérSje M A = u, és igy a C1 By = x harra alkalmazva az (1) Osszefiiggést

@ ‘= sirxla'
(1)-hol
®) " cosa

(2)-t osztva (3)-mal, nyerjiik, hogy

u  cosa
= — = cotg .
a S &

Ha r-rel jeloljiikk az ABCa koré irt kor sugarat, akkor (1) alapjan a = 2rsin «, és igy (mindjart felirva a v és w-re
adodo analog formulédkat is)
u = acotga = 2rcosq,
v = bcotg f = 2rcos j,

w = ccotgy = 2rcosvy.

3. Az ABCp, teriilete (T') 6sszetevédik a BCM, CAM és ABM haromszogek teriileteinek 0sszegébdl. Az ABCa
AA;, BB1, CCi magassagait rendre mg, my, mc-vel jelolve

a(mg —u) + b(mp —v) + ¢(m,. — w) = 27T,



amibdl
au+ bv 4+ cw = amg + bmy + cm. — 21T = 61 — 2T = 4T.

Ha (II)-bé&l u, v, w értékeit behelyettesitjiik, nyerjiik, hogy
2r(acosa + bceos B + ccosy) = 4T,
vagyis
(I1I) 2T =r(acosa+bcosfB + ccosy) =r(x +y+ z) = rk,

ahol £ jelenti a talpponti haromszog keriiletét.
Ismeretes, hogy K-val jelolve az ABCa, keriiletét és p-val a beirt kor sugarat

(4) Ko=2T,
és igy (III) és (4) egybevetésébdl

kr = Ko,
vagyis

ko
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4. A cosinus-tétel alapjan
cosq = LT —a
B 2bc

vagyis a K = 2s jelolést bevezetve

s a  2bc+ b+ —a? (b—|—c)2—a27

1 == 2 - = =
(5) + cosa cos” T T
_(btc+a)b+c—a) 25-2(s—a)
N 2bc B 2bc '
Innen
_ [s(s—a)
cos o = e
Hasonloképpen nyerjiik, hogy
~ [s(s—=D) v [s(s=c¢)
sy = ac €8y = ab
Masrészt
a 2bc+a®?—b>—c?
1— =2¢gin? = = =
(6) cos & sin” o T
a? —(b—c)? _ 2(s—10)2(s —¢)
2bc N 2bc ’
ahonnan
—b)(s — _ _
sin® = JEZOE=9  onlokeppen sin 2 =/ E = DG =9
2 be 2 ac
7 _ [(s—a)(s—b)
Sy T ab
Mivel (1) alapjan siny = 2£, igy
r
b si b b
(7) r="2 s2ln7 = %, ahonnan r= %.
Tehat felhasznalva Heron képletét
T

T
o By (s—a)s=b)(s—c) T* 7
s 2 s1n2 s1n2 - abc " sabe  abe’




ahonnan (4), (7) és (IV) figyelembevételével

La By To 0 k
V.1 ® gint . gnt=2_2¢_2F%
(V. 1) Sy Sy S = T o T 4K

(7) és (IV) felhasznalasaval

a Jé; v Vs(s—a)(s—b)(s—c) ST s K
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(V. 1) és (V. 2) osztasabol

L B 1
: te—tgStg - = = = =,
(V.3) gotegten ==
5. Erdekes modon hozhato kapcsolatba a talpponti haromszog oldalaival az az arany, amely a magassagi pontnak
a csucstol valo tavolsaga és az egész magassagvonal hossza kozott fennall. Ugyanis

a
u  acotga  a?cotga  ging “O°Y 2z
Ma  Ma  aMg 2T 2T’
tehét
U r v r w r
II — = g = =T, _— = = =1, — = e = =%,
(VD Mg a " mp oo =¥ me He ==
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Tovabba (I11) figyelembevételével
+ o+ Fetyt+n=F_2L_,
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Ebbél nyilvanvalo, hogyha két magassagvonalon ismeretes az osztasi arany, akkor a talpponti haromszégho6z hasonlo
talpponti haromszog, ebbdl pedig az eredeti hegyesszogli haromszoghoz hasonldé haromszog szerkeszthets.
6. Egyébként k igen érdekesen fejezhets ki az ABCa oldalaival. (5) és (6) alapjan

—a)—(s—0b)(s—
(VIII) r=acosa=a (COS2 % — sin? %) - as(s a) (bsc )(s—¢) _
b2 +c? —a? 4s(s —a) —2bc  2a®s(s —a) — a?be
=a = — .
2bc “ 2bc abc

A bettk ciklikus felcserélésével hasonlé formuldkat nyeriink y-ra és z-re, és igy

(IX) h—xty o= 2s[a®(s — a) + b*(s — b) + c*(s — ¢)] — abe(a +b+c) _

abc
2s[a®(s — a) + b*(s — b) + c*(s — ¢) — abc] '

abe

Mivel 2s = K, azért
ko s(@®>+b2+c%) — (a®+ 0%+ ¢3)

== ~1.
K abe
2-vel szorozva,
% @) AP
ko abe ?
ahonnan (4) figyelembevételével
2k 2 b 2012 L e2) B L b3 4B
(X) %k, 20, (atbto@+b2+) -2 +07 4%
K r abc
_ab?* 4+ ac® + ba® +bc? + ca® + cb* —a® — b —
B abc -

B a+a a? n b+b b2 n c+c c?
“\b ¢ be a ¢ ac a b ab/)’



Egyenls szara haromszog esetén, ha a = b, (X)-bdl

ok 2 %
—+2=7Q+2=(1+%—9)+(1+9—9)+(—C—C—>

K c c ¢ a a2
ahonnan

E o ¢ 1 ¢ c c \? . .2
XI _:_:___._:2__2(_) — 2sin2 — 2sin? 2.
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7. (1) alapjan

a b c
sina+sin 8 +siny Z_F?_'— 9 a+tb+c 1

K - K 2K 21

vagyis (IV) figyelembevételével
K k
XII i i 1 = — == —,
(XII) sin o + sin 3 + siny o 50
(V. 1) és (V. 2) 8-szoros szorzata
gsin % sin L sin L cos & cos 2 cos L koK
sin — sin = sin — cos — cos = oS — = 8— - —
2 2 2 2 2 2 4K 8r’

vagyis

sina + sin 8 + siny = P
(XII) és (XIII) hanyadosa

sina +sin 8 +siny  2r

XI —
(XIV) sin asin B siny o’
8. Felhasznalva a

-
< _

(8) =

ismert egyenlétlenséget (1d. jelen szamunkban a 744. sz. kittizott feladatot) (IV)-bol kovetkezik

(Iv?)

A

1
9’
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tovabba (III) és (IV’) alapjan

)

K
4T = 2rk < 27"? =rK

amibdl
r T
IIr -2 —.
() 4~ K
Végiil (XIV)-bol — (8) figyelembevételével — kovetkezik
Sina +smnp +siny 2 4sinasin 5 sin-y.
XIV? . in 3 in~y > 4si in B giny

A (IV?), (IID’), (XIV’) egyenl6tlenségekben az egyenlGség jele csak szabalyos haromszog esetén érvényes.

9. Eddig tulajdonképpen csak hegyessz6gti haromszogrél beszéltiink, bar tobb altalanosan érvényes tételt felhasz-
naltunk és levezettiink.

Derékszogii haromszog esetén a talpponti haromszog egyenessé fajul, tehat haromszogrél, mint olyanrél, nem
beszélhetiink.

Tompaszogi haromszogre mindenekel6tt megallapitjuk, hogy ugyanahhoz a talpponti haromszoghtdz mindig tar-
tozik egy hegyesszogi és harom tompaszogli haromsz6g. Pl. abrankban az AM B, BMC és CM A tompaszogi hé-
romszogeknek ugyancsak az Ay B1Cq, a talpponti haromszogiik. Azonkiviil mindharom tompaszogi haromszog koré
irt korének sugara megegyezik a ABCa koré irt kor r sugaraval. (Ez kovetkezik a Vélyi-féle tételbsl. L. 332. sz.
gyakorlatot a mult szamunkban.)

Tehat az A; B1Ch A talpponti haromszoge az u, v, ¢ oldali BAM a-nek, amelynek szogei rendre 90° — «, 90° — 3,
a+ f. De (3) alatt lattuk, hogy

z =usina = ucos(90° — ).



Ugyanigy
y =wvsin B = vcos(90° — ).

(1)-bél
z =ccosy = —ccos(a + B).
Tehat tompaszogli haromszog esetén a (I) képletekben a tompaszoggel szembenfekvs oldalt negativ elGjellel kell
venni. Ezek szerint egy ay, b1, ¢1, oldala és oy, 81, v1 szogl haromszog talpponti haromszogének keriilete, ha v, > 90°,

k1 = a1 cosaq + by cos B1 — ¢1 cosy.

Amig a talpponti haromszog keriilet-képlete tompaszogti haromszog esetén megvaltozik, addig az eredeti haromszég
teriiletének (III) képlete:
2Ty = r1(ay cos oy + by cos B1 + ¢1 cosy)

valtozatlan marad, amint azt az alabbiakban megmutatjuk.
2tamB = 2tape — 2ty — 2topa = 21 — a(ma — u) — b(mb — ’U) =
=2T-2T+au—2T+bv=au+bv — 2T =

=r(2acosa+2bcosf —acosa —bcosS — ccosy) =
=r(acosa+ bcosf — ccosvy).

Masrészt alkalmazzuk most a (III) képletet az AM Ba-re
(a1 =u,b1=v,c1=¢, a1 =90°-0a, B1=90°~-0p, m=a+f r=r)
2tanp = 17 [ucos(90° — ) + v cos(90° — B) + ccos(a + B)].

(IT) figyelembevételével
2tapmp = r(acosa + beos B — ccos).

Ezzel igazoltuk allitasunkat.

Nem érvényes termeészetesen tompaszogt haromszogre a (IV)

a_k
rn K

képlet. Igaz marad ugyan — amint lattuk — a
K101 = 2Ty = r1(ay cosay + by cos f1 + ¢1 cos 1),

azaz a
01 arcosay + by cos By + c1cosyy

Ty K,

Osszefiigges, csakhogy most a jobboldal szamlaloja nem egyenld kq-gyel.
A tobbi Osszefiiggés vizsgalatat mar ezek alapjan az olvasora bizzuk.




