Ha a tomegpont el&irt palyan mozog, kényszermozgésrol beszéliink. A kényszermozgas targyaldsa vagy ugy torténik,
hogy a haté erének a palya irdnyaba esé komponensével szamolunk, tehat a haté erét és a kényszert egyiitt vessziik
figyelembe, vagy dgy, hogy olyan er6t keresiink, amely a hat6 erével egyiitt éppen a gyorsité er6komponenst adja.
Ekkor tehat a kényszert a kényszerers felvételével vessziik szamitasba. A kényszererGt a palya rugalmas erdi létesitik
és iranya kifelé mutat.

A kényszerer§ a palydra mindig merdleges, ha mozgast akadéilyoz6 erd nincs, ezért a targyalasok egyszertisitése
céljabol a surlodéstol és kozegellenallastol eltekintiink.

A kényszermozgasra példaképpen tobbnyire a lejtén esést, az egyenletes kormozgast és az ingamozgast szoktuk
emliteni. Ezek a mozgas folyaman meg is maradnak kényszermozgasnak. Ez arra a téves gondolatra vezethet, hogy
egy mozgas vagy szabad, vagy kényszermozgas.

A kovetkezdkben be fogjuk mutatni a fiiggsleges elhelyezési korpalyan torténé mozgasnak, mint valtozo sebességi
kormozgéasnak két esetét. Mint latni fogjuk, az elsében a kényszereré allandéan csokken, s6t egy ponton 0-va lesz, és
igy a mozgas szabadda valik.

L

Legyen tehat a palya kor alaku, fiiggsleges helyzetd, félkor keresztmetszetd valyd, amely kifelé nyitott. Ebben a
legmagasabb A pontbol inditjuk el a tomegpontot reprezentalé gobmbot, kezdGsebesség nélkiil, vagy vg kezdGsebességgel.
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A tomegpontra mozgas kozben két erd hat: a gravitacios ers, mely fiiggdlegesen lefelé irdnyul, és a palyara mers-
leges, kifelé mutatd K kényszererd. A palyara merdleges komponenseik eredGje a kérpalyan vald tartashoz sziikséges
centripetélis er6t kell, hogy kiadja. Ha pozitiv irdnynak a kozéppont felé mutaté irdnyt vessziik fel (tehat ilyenkor a
K kényszererd negativ elGjeld!)
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(1) o mgcosp + K lesz.
o
Tehat
mv2
(2) K = — My Cos .
To
Példaul: a legfelss pontban (¢o = 0°), kezdsebesség nulla, Ky = —mg, tehat a mozgd pont sulya, negativ elGjellel.

A negativ el6jel annyit jelent, hogy ez az eré kifelé mutat. Ha a mozgés folyaméan v ndg, a kifelé mutatéd kényszerers
allandéan csokken. Egy id6pillanatban K 0-va lesz, és a mozgas szabadda valik.
A kényszermozgas feltétele tehat a (2) alapjan
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muv
—mgcosp <0,
To
(3) 112 < 7rpg Ccos Y.
A mozgas szabad, ha
(3a) v? > 1o gcos .

a) Ha a kezdGsebesség 0 és ¢ = 0, azaz a kezdSpontban (3) mindig teljesiil, mert 0 < rog, és kényszermozgas
kezdédik. A mozgas folyaman v né, a cos g csokken, ezért a ¢ = @1 helyen K = 0-va lesz, a mozgas szabadda valik.
Ekkor a mozgas sebessége

(3b) V2 = 710G COS Q1.
b) Ha a kezddGsebesség vy # 0, és teljesiil

(4a) vi < rog, akkor



kényszermozgas esete all fenn. Ha viszont a kezdGsebesség nagy, és
(4b) ’Ug Z Tog,

a mozgas szabad, kérmozgéasrol nem beszélhetiink, a pont vizszintes hajitast végez. Most allapitsuk meg azt a ¢
szOget, amelynél a mozgas szabadda valik, ha (4a) teljestil.
A fliggsleges kormozgas esetében az energiatétel

1
(5) §mv2 + mgrocosp = E.

Az FE energiadllanddt a kezdallapot hatarozza meg, amelyben a sebesség vg

1
Emvg + mgrg = E.

1
(6) gm(v2 —v3) + mgro(cos g — 1) = 0.

A mozgés szabadda valasanak feltétele (3b) szerint v¥ = rog cos ¢;.

Behelyettesitve
(7) T0g cos 1 — v + 2rog(cosp; — 1) = 0,
2 n vg
cosp; = = .
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A jobboldal nyilvanvaléan mutatja, hogy cos 1 legkisebb, tehat a ¢ szogelfordulés legnagyobb, ha vy = 0. Kezdettsl
szabad a mozgas, ha
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7 1== 0 =
( a‘) 3 + 3709, Yo Tog,
megegyezésben (4b)-vel.

Most még szamitsuk ki a ¢q sz6ghoz tartozo sebességet!

A (6) alapjan, ha (7)-et is figyelembe vessziik:
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(8) v3 = w2 +2gr0(1 — cos ;) = 3 [2gr0 + v]].

Végezziink szamitasokat azokban az esetekben, amikor vg = 0, vop = 150 cm secfl, és ha v1 = vg. A mi kisérlete-
inkben rg = 50 cm volt.
Az eredményt az 1. tablazatban foglaljuk Gssze:

Vo U1 ¥1

cm sec”! | cm sec™?

0 180 48°10°
150 200 20°
221,56 2215 0°
1. tablazat

vy jelenti a kezd&sebességet, v; azt a sebességet, amelynél a mozgas szabadda lesz, ¢1 a vy sebességhez tartozoéd
szogelforduléas.

Figyeljiikk meg v; novekedését (a hatarsebességhez), ha vy 0-tol a hatarsebességig né. (A 180 cm sec™ ' sebesség
[els6 sor| azonos azzal a sebességgel, mintha a pont a lejté magassidgan at szabadon esett volna.)

II.

A fiiggoleges kérmozgas masik esete legyen a (2) &bra szerint. A kor alaka valyu felilrsl nyitott. A kezdSpont
legyen a legfels6 A pont. A potencidlis energiat B pontban tekintsiik 0-nak. Tehat C' pontban

E, = mrog — mrog cos ¢.



fa mgcosg

] 2. dbra

Legyen most a kifelé mutaté irany pozitiv. Ekkor a mozgd pontra haté er6k igy irhaték fel:

mv2

— = K + mgcosy,
To
és igy
mo?
(9) K = —mgcosyp — o

A negativ jel azt jelenti, hogy ez az er6 O felé mutat. Ha a kezd&sebesség, vg = 0, A pontban K = 0, tehat a mozgas,
mint esés kezdddik, és mint kényszermozgas folytatodik. A mozgas folyamén v 4llandban nd, tehat K = 0 nem lehet.
Ez a valtozo sebességi kormozgas mindig kényszermozgas marad.

Irjuk fel az energiatételt:

1
(10) gmv2 + mrog — mrogcosp = E.

Ha a kezdGsebesség vy (¢ = 90° esetében)

1
§mv§ +mrog = F,

és

1 2

(10a) §m(v — ) —mrogcosp = 0.

a) Engedjiik el a mozgo pontot kezdGsebesség nélkill (vg = 0). Az a palya végéhez akkora sebességgel érkezik,
mintha ro magassagbol szabadon esett volna, ui. (10a)-bol, ha vg = 0 és p = 0°

(11) v? = 2rgg.

Ugyanez a helyzet, ha a sebességet a palya tetsz6leges ¢ szdghdz tartozé pontjaban vizsgéaljuk, ui. rg cos ¢ a szabad-
eséssel megtett utat jelenti.

b) Legyen vy > 0. Ekkor a végsebesség
v? = 2rgg + V3.

Megjegyzés: A kisérletek a levezetett eredményekhez képest kisebb eltéréseket mutatnak, mivel a strlédast nem
vettiik szamitasba. Mi a surlodast azzal is csokkentettiik, hogy a pélya sugaranal nagyobb sugart gémbbel végeztiik
a kisérleteket, azaz a gémb a korpalya peremén haladt lefelé.
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