Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat szeptember 29-én rendezte ez évi Eotvos Lorand fizikai versenyét Budapesten
és 6 vidéki varosban az idén érettségizettek szaméra. A versenyzSk 5 6raig dolgozhattak, és barmilyen segédeszkozt
hasznéalhattak. Az alabbiakban ismertetjiik a verseny feladatait és azok megoldéasat.

1. Hdrom darab R = 5 cm radiuszi, Q@ = 1 kp sulyd golyd l6g egqy-eqy | = 7,5 cm hosszi fondlon. Mindhdrom
fondl k6zos pontban van felfiiggesztve. A hdrom egymdsnak tdmaszkodo golyora kézépen r = 2,5 cm rddiuszi golyot
helyeziink. Legfeljebb mennyi lehet ennek a golyonak a silya (q), hogy dt ne essen a hdrom légé golyd kozétt ¢ Surlddds
ninCcs.

(Bdrtfai Tamds)

1. dbra

Megoldas. Elgszor tekintsiik at a geometriai viszonyokat (1. dbra). A nagy golyok kézéppontjai szabalyos ha-
romszoget alkotnak, amelynek mindegyik oldala 2R hosszisagi. A haromszog magassiga O1T = RV3. A gdémboket
tartod fonalak szabalyos haromszog alapt egyenes gila oldalélei. E gula oldalélei O1F + FO = R + | hosszusagu-
ak. A gila OC térbeli magassaga az alaplap O1T magassagat O1-t6l az alaplap magassaganak 2/3-aban éri, ezért
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3
0,C = 3 R. A kis golyd K kozéppontja a térbeli magassagon van. 2. abrank az O17TO fiiggsleges metszetet tiinteti
fe. 0. K =0G+GK =R +r.

2. dbra

Minden geometriai méret kiszamithato, példaul a kis golyé kozéppontjanak a magassdga a harom nagy golyo
kozéppontjainak sikja felett:
2
2v3
a=|(R+r)?— <T‘/—R> .
A kis goly6 kozéppontjanak a felfiiggesztési ponttol mért KO tavolsaga:
2 2
2v/3 2v/3
b= | (R+1)? - (%R) — | (R+7)2 = (%R) .
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Olyan goly6, amelynek r radiusza kisebb, mint 3~ 1] R, a stulyra val6 tekintet nélkiil dtesik a harom nagy goly6

kozotti lyukon. Az O1 F radiusz és az [ = FO fonal feltétleniil egy egyenesbe esik, ha nincs sturlédés, mert ha ez nem
igy volna, akkor az O; gomb kdzéppontja magasabbra keriilne, mint Os és O3 kdzéppontjai.

A feladat megoldhato a kovetkezs alapon: ha a harom nagy golyé még 6sszeér, de méar nem nyomja egymaést, akkor a
nagy golyo @ silyanak és a kis golyd stulyatol szarmazd erének az eredGje a nagy golydt tartod fonal meghosszabbitasaba
esik. A kis goly6 ¢ silyanak harmadrésze jut az egyik nagy golyora; ebbdl O1 K irdnyédban EO; erd szarmazik, amely



Q-val Osszegezve adja a fonal irdnyaban hato AO; ered6t. FO1 DA és ABQA haromszogek egybevagok, az ED = BQ
erd is q/3. A szerkesztésbdl, a szogek egyenldségébdl kovetkezik, hogy az erckbdl allo ABQO; idom a belerajzolt AQ
oldallal egyiitt hasonlo a tavolsagokbol allo6 O; C KO idomhoz a benne levs O K tavolsagot beleértve. A hasonldsaghol

kovetkezik ez az aranypar:

%:Q:a:b. Innen q:3Q~%.

Ez az egyenlGség adja meg a feladat megoldésat. A golyok sulyabol szarmazo erdk eredGje abban az esetben esik
a tartofonal meghosszabbitasaba, ha a kis golyd ¢ stlya eleget tesz ennek a feltételnek. Ha a kis golyo stlya ennél
nagyobb, akkor az ered? kifelé tolja a nagy golyot, és megindul a kis goly6 atesése.

3. dbra

Tehat ismerjiik annak feltételét, hogy mikor kezdi a kis golyé a harom nagyot széttolni. Azonban egy koriilményt
még meg kell vizsgalni: ha a kis golyo stlya tullépi a 3Qa/b feltétel altal megszabott értéket, és megindul a nagy golyok
szétnyilasa, vajon folytatoédik-e ez a folyamat mindaddig, amig a kis golyo atesik, és nem all-e be utkézben egy tjabb
egyensilyallapot? A nagy golyok szétnyilasa kézben K fiiggtleges egyenesen lefelé, Oy pedig R + [ radiusza koriven
kifelé mozog, mikdzben O1K = R+ r allandé marad (3. abra). Az egész mozgas lehetséges terjedelme O; és K kezdeti
allapotoktol addig az O1; és K allapotokig tart, amikor az R+r tavolsag vizszintes. Ugyanis ezutan feltétleniil dtesik a
kis goly6. Az abrarol lathato, hogy a nagy golyd felemelkedése kozben C' emelkedik, K pedig siillyed. Ez a csokkenését
és b novekedését jelenti. Tehat az a/b tort feltétleniil kisebb lesz, ha a nagy golyok felemelkednek. Vagyis ilyenkor csak
kisebb ¢ silyok mellett lehetséges az egyensily, mint elindulaskor. Ebb6l kovetkezik, hogy késébbi egyenstlyallapot
nem kovetkezhet be, és ha a kis goly6 stlya eléri, illetve tullépi a 3Qa/b értéket, akkor feltétleniil szétnyomja a harom
nagy golyot, és teljesen atesik.

Feladatunk szamadatai mellett a = 4,78 cm, b = 6,30 cm, a/b = 0,759, és az egyensily hataresetében ¢ = 2,276
kp. Ennél nagyobb sily esetében a kis goly6 atesik.

A feladat egy érdekes esetre ugy szol, hogy harom léggémb 16g egyenld hosszu fonalakon, és mindegyikiik felhajto-
ereje @ kp. Kérdés, mekkora silyt lehet legfeljebb az a r radiuszt golyd, amelyet a harom léggdmb tetejére helyeziink,
ha nem akarjuk, hogy ez a golyo6 atessen a harom lebegd léggdmb kézott 7 (4. abra).
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4. dbra

Az egyensily feltételét ismét az jelenti, hogy a nagy gombot felemels erd és a kis gomb sulyabol szarmazo erd
eredGje a fondl irdnyaba esik. A hasonl6 idomokat itt is megtalaljuk, és az egyensily feltétele
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a és b a kis golyé K kozéppontjatol mért tavolsdgokat jelentik:

2

a= (R+7~)2—<@R>,
3

b= (R+l)2—<2—\3/§R> +

+4| (R+71)2 — (?H) .

K lefelé haladasakor a is, b is kisebb lesz, ezért nem tekinthets &t olyan kénnyen a/b értékének alakulasa. Harom
eset lehetséges. Ha R + r < R + [, akkor a kis golyo siillyedésekor a/b csokken, tehat ha a kis golyo sulya tullépi
a 3Qa/b hatart, akkor végérvényesen lefelé halad, és Gjabb egyensulyéallapot nem kovetkezik be. Ha R +r = R + [,
akkor K minden helyzete mellett a/b = 0,5, és elérve a ¢ = 1,5@Q) terhelést a kis golyé barmely lenyomodott helyzetben
is egyensulyban marad, (de hamarosan megtamaszkodik az O ponton). Ha R 4+ r > R + [, akkor a 3Qa/b terhelést
tullépve a golyok megmaradnak szétnyiltan stabilis egyenstlyi helyzetben. Ez a kisérlet addig folytathatd, amig a felsd
golyd, az r radiuszi azel6tt kicsiny, most nagyobb goly6é meg nem tamaszkodik O ponton.

2. Egyenletes vastagsdgi, azonos anyagu bdadoglemezbdl hdrom tres egyenes korhenger készilt. Az elsé dtmérdje

5 cm, magassdga 5 cm; a mdsodik atmérdje 10 cm, magassdga 5 cm; a harmadik dtmérdje 5 cm, magassiga 7,5 cm.

Meguizsgdljuk a hengerek elektromos ellendlldsdt olyan mddon, hogy a mérdmiszer huzalvégeit a hengerek alap és fedd
korlapjainak kozéppontjaihoz érintjik. Melyik henger ellendlldsa a legnagyobb és melyiké a legkisebb ¢

(Kdrolyhdzi Frigyes)

5. dbra

Megoldas. Mindegyik esetében egy-egy elektron a bevezetés helyétdl a radiusz mentén halad az alapkor keriiletéig,
azutan alkoté mentén megy végig a palaston, és a masik korlap radiusza mentén éri el a kivezets drotot (5. abra). Tehat
egy-egy korlap és a hengerpalédst sorba vannak kapcsolva. A nehézséget a korlap ellenallasanak a kiszamitésa jelenti,
hiszen itt a keresztmetszet 4lland6an nagyobbodik. Tekintve a badoglemez allandé vastagsagat, ezt a vastagsagot és a
fajlagos ellenéllast egyetlen aranyossagi szorzoban egyesithetjiik, és keresztmetszetként a radiuszra meréleges kordket
tekinthetjiik. Tovabb neheziti a kérdést, hogy pontszerii bevezetés esetében a korlap ellenédllasa végtelen nagy volna. A
feladat szovegébdl az kovetkezik, hogy az aram be- és kivezetése mindegyik kornél egyforma modon, tehat ugyanakkora
feliiletd érintkezs vezetGvel torténik. A feladat csak azt kivanja, hogy nagysag szerint allitsuk sorba ezt a harom vezetét,
ezért ugy kell eljArnunk, hogy az ellenall4s pontosan meg nem hatarozott, de mindharom vezeténél egyezs elemeit mint
koz6s hozzdadandd mennyiséget vessziik tekintetbe.
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6. dbra

Bontsuk mindharom vezetd feliiletét részekre (6. abra). Az I. henger sorba-kapcsolt két kicsiny korbél és két
o ellenéllasu téglalapbol all. A II. henger esetében az aram elGszor 2,5 cm radiuszu kis korlapon, azutdn R radiusza
korgytrin, majd négy o ellenallasa téglalapbol osszeallitott szerkezeten, végiil ismét az R ellenallast korgytridn és a kis
koron megy végig. A harmadik henger kiteritve, sorbakapcsolt két kis korb6l és harom téglalapbol all. Azonnal lathato,



hogy a III. henger ellenallasa nagyobb, mint az I. hengeré, de hatra van a II. henger ellenallasdnak megbecsiilése. A
kozéps6 hengernél el6szor sorbakapcsolt 2 téglalap, azutan két ilyen kett&s téglalap parhuzamosan kapcsolva egyetlen
téglalap o ellenallasat jelenti. Ennek alapjan mindegyik hengerbdl elvesziink egy o ellenallasu téglalapot (a kdzépsénél
négyet), és elvessziik a két kis kort a bevezetésekkel egyiitt. (7. abra.)
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7. dabra

Az ezutan megmaradt vezetSk ellenéllasai ugyanolyan nagysagbeli sorrendet alkotnak, mint az eredeti hengerek. Az
I. hengerbdl egyetlen téglalap, a II. hengerbdl két korgytird maradt. Ezeket hasonlitjuk 6ssze. A két sorba kapcsolt
korgytri a vezetd hosszanak megkétszerezddését jelenti, amit csak a keresztmetszet megkétszerez6dése egyenlithetne
ki. De a keresztmetszet csak kiviil, a korgytri kiilsé keriiletén kétszeres, a beljebb fekvd kordk mentén mar nem, ezért
biztos, hogy a két sorba kapcsolt korgytrt nagyobb ellenallast jelent, mint egyetlen téglalap, és I. < II. Ami a II. és III.
vezetGt illeti, elég egyetlen korgytrtt és téglalapot 6sszehasonlitanunk, hiszen 2R és 2 ellenallasok nagysagviszonyarol
van sz6. A korgytrd és a téglalap egyenls hosszisagu vezetSket jelentenek, tehat a keresztmetszet lesz a dontG. A
téglalap hosszabbik oldala a korgytrd belsd, kisebb keriiletti korének keriiletével egyenls, ehhez képest a korgytrid
kifelé nagyobb keresztmetszetlivé valik. Tehat biztos, hogy egy korgytrd kisebb ellenallasi, mint egy téglalap: R < o.
Ez azt jelenti, hogy a II. henger kisebb ellenéllast, mint a III.: II. < ITI. Végeredményben a hérom vezets ellenédllasa
a feladatban szerepls sorrendben kovetkezik egymés utan:

I <II. < III.

3. Téliink 400 mterre 1 mter dtmérdyji kor alaki tiivegablak van, amely a rola visszaverddd napsugaraktol megesillan.
Legfeljebb meddig tart ez a jelenség?
(Vermes Miklos)

8. dbra

Megoldas. Az ablak megcsillanaséanak az a feltétele, hogy a Naprol visszaver6ds fénysugarak a megfigyel6 szemébe
essenek. A valojaban P-ben levé megfigyel6t helyettesitsiik P’-ben levd tiikorképével, ekkor a megcsillanas feltételét
az jelenti, hogy P’-ben elhelyezkedve az 1 méter 4tmérdji kerek ablakon &t lathatjuk-e a napkorong valamely pontjat
(8. abra). Helyzetiinktd! fiiggSen a kerek ablakot ellipszis alakunak latjuk, ennek a nagytengelye feltétleniil 1 méter
hosszt, 400 méter tavolsagbol nézve az 1 méteres tavolsagot, ezt 1/400 radian = 8,6 szogperc nagysagu latoszogben
latjuk. A Nap latoszoge 30 szogperc, amint az &tmérGjébol és tavolsagabol konnytszerrel kiszamithaté. A megesillanas
lehet leghosszabb id6tartamat akkor kapjuk, ha a Nap latszolagos mozgasa folyaman tgy halad (illetve olyan az ablak
helyzete), hogy a Nap kozéppontja az ellipszis alakinak latszo ablak nagytengelyének egyenesében mozog (9. abra).
A megcsillanéds addig tart, amig a Nap 8,6 + 30 = 38,6 szogpercet tesz meg.




A Nap latszolagos mozgéasanak szogsebessége abbol szamithatd, hogy delelései kozott 24 dra = 86400 sec telik el.
Ha a Nap az égi egyenlitén van (marcius 21. és szeptember 21.), akkor a talppontunktol a Napig vezetd radiusz ezalatt

360° = 21600 szogpercnyi szoget i le, amib6l 86400 : 21600 = 0,25 228PC 1) nrgasi sebesség kovetkezik (10. abra).

sec

10. dbra

De a Nap nincs mindig az égi egyenlitén. A Nap jinius 21-én és december 21-én van legtavolabb, 23°-nyira az
égi egyenlitétsl. Ekkor 24 6ra alatt nem a 27 R hosszisaga égi egyenlitén, hanem csak a 27r hosszlsagu szélességi
koron fut végig. Ezért ilyenkor a Naphoz vezetd radiusz r/R = cos23° ardanyaban kisebb szogsebességgel mozog:

0,25-c0s23° =0,25-0,92 = 0,23w. Ez a Nap lehetséges legkisebb szogsebessége, tehat ha a megcsillanas leheté
sec
leghosszabb idejét keressiik, akkor ezzel kell szamolnunk: 38,6 : 0,23 = 167,8 sec = 2 perc 47,8 sec.

A verseny eredménye: 1. dijat nyert Nagy Dénes Lajos és Szegi Andrds (mindketten a budapesti II. Rakoczi Fe-
renc gimnaziumban Lantosy Karoly tanitvanyai), III. dijat nyert Mdté Edrs (a szegedi Radnoti Miklos gimnéaziumban
Babitzkyné Gremsperger Katalin tanitvanya). Els§ dicséretet kapott Gdth Ldszlo (a budapesti Konyves Kalman gim-
naziumban Turtéczky Sandor tanitvanya), masodik dicséretet kapott Simonovits Miklés (a budapesti Radnoti Miklos
gimnéziumban Borszéki Erzsébet tanitvanya).



