(Rovatvezets: Ada-Winter Péter)
Feladatmegoldds

Az arany-egészek
(az 1978. oktoberben kitiizott feladatok megoldéasa)

Az aranymetszés egyenlete az
(1) a:1=1:(14+a)

mésodfokd egyenlet, amelynek — mint lattuk — csak egy pozitiv gyoke van. Ezt mértiik fel egy egységnyi oldalu
négyzetracs @ csicsabol az egyik oldalra, igy kaptuk az U pontot, amelyet a Q-val szomszédos V csucesal kotottiink
Ossze. (1. abra.) Az Gj egyenesnek a racs egyeneseibdl kimetszett oldalait aranymetszés szarmazékoknak neveztiik.
(Nem keletkeznek tjabb tavolsagok, ha 0j egyenesiinket a racs oldalaira tiikkrézve abboél egy rombusz-halot alakitunk
ki, ezért elég az eredeti egyenest vizsgalni.) A QUV haromszoget a V' csticsabol tetszélegesen pozitiv egész n mellett
az n-szeresére nagyitva az 4j haromszog QV-vel parhuzamos oldalanak hossza n - a lesz, és helyzetét tekintve ez az
oldal aranymetszés-szarmazék. Az 4j befogd egyenesén levs egyéb szarmazékok hossza ettdl csak egy egész szdmban
térhet el, nagysaga tehat n-a+m, ahol m és n tetszéleges egész szam. Hasonlé eredményre vezet a T'V W haromszog
nagyitasa, ahol T' a QUV héaromszoget tartalmazd négyzet V-vel szomszédos cstcsa.

1. dbra

Ha m porzitiv, készen vagyunk, hiszen a-nak n els6 hatvanyat és m nulladik hatvanyat kell venniink. Ha m negativ,
n+m > 0, hiszen a < 1 és n-a+ m > 0. Emiatt

n-a+tm=Mn+m)-a+m-(1—a)=n+2m)-(1—a)+(n+m)-(2-a—1).
Itt (1) alapjan
(2) 1—a=ad?
amibél a-val szorozva kapjuk, hogy
(3) a—a*=ad’.
Mivel a? = 1 — a, ebb6l a — a? = 2a — 1 kovetkezik, tehat
n-a+m=(n+m)a®+ (n+2m)a’.

Ha itt n + 2 - m pozitiv, készen vagyunk. Ha nem, megismételjiik az eljardst mindaddig, amig mindkét egyiitthato
pozitiv nem lesz. Mivel kézben az egyiitthatok abszolut értékben monoton fogynak, az eljaras nem lehet végtelen.
Mivel pozitiv szambol indultunk ki, az elsd egyiitthato végig pozitiv marad. Eléfordulhat, hogy n negativ és m pozitiv
(de az osszeg valtozatlanul pozitiv), ekkor az

m+n-a=(n+m)-a+m-a
atalakitas pozitiv n + m esetén megoldja, negativ n + m esetén az el6z8 esetre vezeti vissza a feladatot.

A bizonyitas kozben kapott (2) Gsszefiiggés szerint b = a?, ebbdl (3) alapjan ¢ = a® kovetkezik. Hasonloan tovabb
menve lépésrdl 1épésre kapjuk, hogy ab=1—a;c=a—b;d=0b—c; ... stb. sorozat elemei a hatvanyai. Mivel az
A =1+ a szamra az

(4) (A-1):1=1:4A



egyenlet teljesiil, ebbdl belathatjuk, hogy a B=1+ A; C = A+ B; B= B+ C; ... sth. sorozat elemei A hatvanyai.
Mivel A = 1+ a, a két sorozat elemei konnyen atszamolhatok egymaésba. Nevezetesen az 1. feladatban mondott
Osszefiliggés azért igaz, mert d + e = ¢, igy

2b+c+d+e=2(b+c) = 2a.

Emiatt
2=2a+2b=4b+c+d+e=5b+e.
N
Ha Altalaban a Z cia’ alaka szamokat (ahol |¢;| < K egész szam) arany-egészeknek neveziink alkalmas K és
i=—N
N mellett, nyilvain minden aranymetszet-szarmazék arany-egész. Két arany-egész szorzata ugy Allithatod eld, ahogy

polinomokat szorzunk Gssze:
N N 2N
(3 e} (S aw)= 3 e
i=—N i=—N

i=—2N

ahol 7 > 0 mellett
e;=c Ndi N +cnpidio N1+ FcioNdn,

ha pedig i— < 0, akkor
ei = Cc-NditN + c-Ny1digN—1 + ... F CiyNd_N.

Ha a ¢;, d; egyiitthatok nem negativak, akkor az e; egyiitthatok sem lehetnek negativak, emiatt két aranymetszés-
szarmazeék szorzata valoban elGallithatd a véges sok tetszéleges elGjeld, egész kitevGjd hatvanya osszegeként. Felvethet6
a kérdés, nem lehetne-e ebben az elGéllitasban az azonos kitevji hatvanyok ismétlédését elkeriilni. Ha ez sikeriilne,
minden arany-egésznek egy kettes szamrendszerben felirt szamot feleltethetnénk meg, a

N N
E c;a' szmnak a E ¢; 2V T szmot.
i=—N i=—N

Ezt az alakot nevezziik kanonikus alaknak, pozitiv arany-egész kanonikus alakjaban mindegyik ¢; vagy 0, vagy 1,
negativokéban c; értéke vagy 0, vagy —1.

Nevezziik elemi miiveletnek a valamely hatvanyanak egy kanonikus alakd arany-egészhez valé hozzdadasat, vagy
abbol valo kivonédsat. A megfelel6 szubrutinnak — CSEPP-nek neveztiik el — két bemend valtozoja van: az arany-
egészeket tartalmazé tomb, és a hozzdadandé a hatvany N-nel megnovelt kitevGje, ha ezt az arany-egészhez hozza kell
adni, kiilonben annak a (—1)-szerese. A tulcsordulés ellendrzése kedvéért az elsé és a két utolso egyiitthatdo méar nem
hasznalhato fel a szam abrazoladsahoz, és a miiveletsorok pontossaganak a névelése kedvéért az elemi miveletet kétszeres
méretben végezziik el. Ennek a rutinnak a megirasat 4j feladatnak ttzziik ki. Az oktoberi kittizésben meghatarozott
IDENT, ADD, MULT, RED, KONYV szubrutinokat a megoldéknak megkiildjiik.

Feladat

Sz. 7. A 2. abran lathaté nyolc pontos grafnak a bemeneti pontjatol a kimeneti pontja felé gy szabad haladni,
hogy egy csomoépontot csak egyszer érintsiink. A grafba vald belépés el6tt kartyarol értéket kap egy X valds tipusu
valtozo, amely a graf minden egyes pontjaban az ahhoz rendelt fiiggvény szerint értékét megvaltoztatja. (A fiiggvények
X =A %X % %2+ B % X+ +C tipusiak.)
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a) Program irandé, amely

— megkeresi —10 < X < 10 azon bemend értékét és egy hozza tartozo
olyan utat, melynél X kimen6 értéke abszolut értékben maximaélis;

— kinyomtatja X bemené és kimend értékeit, valamint az tthoz tartozo
pontok 2. dbra szerinti sorszamét balrél jobbra haladé sorrendben;

— adottnak tekinti a FUNCTION FF(X, M) szubrutint, amely X-et
1 <M < 8 egész szam értékei szerint (az abra pontjait jelzd szam)
atalakitja;

— figyelembe veszi, hogy X-et egy kirtya elsd pozicioirél F5.2 specifikacidval
olvassuk be.

b) Hogyan modositané a programot, ha minden ponton legfeljebb kétszer szabadna athaladni.
Keérjiik a programot P18 azonositéval megnevezni.

Gyakorlat (kezddk részére)

Sz. 8. Szubrutin készitend6 KPS1 azonositoval, amely egy A vektorban rendezetleniil meglevé 2 < n < 30 darab
valds tipusi szamot az X vektor els§ n komponensébe névekvs sorrendben rendezetten elhelyezi. Nyomtatandok F8.2
specifikicidval a rendezetlen és rendezett vektorok komponensei.

A feladat kiilonféle modszerekkel oldhaté meg. Aki t6bb megoldast készit, az probalja értékelni azokat gépids-
felhasznalas szempontjabol.

Bekiildési hataridé: 1979. méarcius 10.

HELYESBITES! A decemberi szamban a februari szakkor idépontja hibasan jelent meg. A helyes idépont: februar
28. du. fél 5 — 7-ig.

(K6nyvismertetés)

Daniel D. McCracken: Bevezetés a FORTRAN IV. programozasba (Szamitastechnikai Oktaté Koézpont, Bu-
dapest, 1970.) A FORTRAN programozési nyelv érthets, konnyen megragadhato ismertetését és szdmos miszaki-
matematikai alkalmazasi példat talalhat ebben az olvasd. A feladatok matematikai igényessége nem tuil magas, de a
konyv legnagyobb erénye a programtechnikai modszerek, fogasok bemutatasdban van.

Ajanlani azok részére tudjuk, akik mar a kezdd fokon tuljutottak, és akik szakmai igényességgel kivanjak a FORT-
RAN programozast megtanulni.



