A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat az idén is megrendezte az IMK szokésos téli ankétjat 1978. december 27-én
és 28-4n.

A talalkozén a kovetkezs el6adéasok hangzottak el:

Posa Lajos: Matematikai logikai kérdések.

Surdnyi Janos: Hur- és érinténégyszogek.

Prékopa Andrds: Lineéris programozas.

December 27-én du. a résztvevk feladatmegoldassal foglalkoztak.

Az IMK téli ankétjanak feladatai és megoldasai
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1. « és [ jelentsen olyan hegyesszdget, amelyre tgo = €s sin 8 = % Bizonyitsuk be, hogy o+ 8 = 30°.

1
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/ 3
Megoldas. Ha 3 hegyesszog, akkor 0 < cos 8 < 1, ezért sin® § + cos? § = 1 alapjan cos 3 = /1 — %=

3
vagyis tg 8 = %

Ezekbdl tg (o + 5)-t ki tudjuk szamitani:

5
V28’

_ tga+tgs 1

Mivel « és 3 hegyesszog, ezért .+ 3 0° és 180° kozé esik. Ebben az intervallumban pedig 30° az egyetlen olyan érték,
amelynek a tangense —. Tehat a + 8 = 30°.
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2. Az ABC szabdlyos hdromszég AB, ill. C A oldaldn vegyiik fel azt a C’, ill. B’ pontot, amelyekre AC' = CB' =

AB
T A BB’ és CC' szakaszok kézés pontja legyen P. Bizonyitsuk be, hogy APB derékszdg.

Megoldas. Két nem nullvektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor altal bezart szog derékszog.
E_e§yen A" az AP szakasz meghosszabbitasanak BC-vel val6é metszéspontja. Ekkor a bizonyitandoé allitas ekvivalens

az AA' - BB’ = 0 allitassal. Legyen egységnyi hosszii a haromszdg egy-egy oldala. Ekkor |E| = |ﬁ| = |CT¢>1| =1,
— — 1
valamint tudjuk, hogy AB + BC + CA— 0, és BB = BC +CB' = BC + gﬁ

/

— 4 — —
A sas BA — SBC.Ebbol AA — AL+ BA — AB+2BC: Most tekintsiik
AC 5 5

Ceva tételének megforditasabol

—
AA’ és BB’ skaléris szorzatat:
—_— — 4 1
i i - (x4 e ) (804 Jo ) -
1 4 4
:E-B—cﬁg E-cﬁ+3303+ﬁ@.@1:
= cos 120° + L cos 120° + 1 + 1 c0s120° =0
N 3 5 15 -

(Itt felhasznaltuk a skalaris szorzas tulajdonsagait, valamint azt, hogy a vektorok abszolat értéke 1.)
Az, hogy ennek a két vektornak szorzata 0, azt jelenti, hogy az altaluk bezéart szog derékszog, ez pedig éppen az
APB sz06g.

3. Legyenek a, b és c pozitiv egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy \/a + Vb + /¢ csak akkor ractondlis, ha a, b és c
négyzetszamok.

Megoldas. Ha volnénak olyan a, b, ¢ egészek, amelyekre v/a + Vb + /¢ racionalis, akkor olyanok is volnanak,
melyekre d = /a + Vb + /¢ egész szdm. Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges. A va + Vb = d — /¢ mindkét oldalét

négyzetre emelve, majd atrendezve
Vidab = d?> + ¢ —a — b — V4d2e,
innen jbol négyzetre emelve
Ve d-d(d+c—a—-b)=(*+c—a—0b)*—4-ab+4-d°.

Ez pedig csak akkor lehet, ha ¢ négyzetszam vagy ha d(d*> + ¢ — a — b) = 0. Ez utobbi nem lehet, mert d > 0, és
d> 4+ ¢ —a—b = Vdab+ V4d2c > 0. Tehat ¢ négyzetszam. A fontiek elmondhatok a-ra és b-re is, amivel az allitast
igazoltuk.



4. Az a, b és ¢ olyan pozitiv egész szamok, amelyekre a és ¢, valamint b és ¢ relativ primek. Mutassuk meg, hogy az
x% 4+ yb — 5C
egyenletnek végtelen sok egész megolddsa van.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy ha o = u(u® + )", y = v(u® + v°)%, 2z = (u® 4+ v°)*, és abr + 1 = cs, akkor
minden u, v parra a fenti z, y, z kielégiti az z® + Yt =z¢ egyenletet.

Csak az a kérdés, hogy van-e olyan v és s, amikre abr + 1 = ¢s. Igen, mindig van, mert (a, ¢) = (b, ¢) = 1, tehat
(a-b,c) = 1. Igy ha r fut 1-t6l c-ig, a - b - r teljes maradék rendszert ad c-re nézve, tehat lesz olyan r is, amire
a-b-r=cr+c—1igya-b-r+1=clxr+1)=cs.

5. Az ABC hdromszig belsejének P olyan pontja, amelyre PAB< = PBC< = PCA< = w. Bizonyitsuk be, hogy
w < 30°.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy w > 30°, ebbdl ellentmondasra fogunk jutni. Legyen PA = x, PB = y és PC = z.

Mivel sinw > > azért

sinw a

siny = 2siny’

sinw b
T = ; A s
sin o 2sin o

sin w N c
= Cc— —,
sinf =~ 2sinf

Ezek a BCP, CAP, ABP haromszogre felirt szinusztételbdl kovetkeznek. A haromszog ¢ teriiletére:

2t = xysin B + xzsina + yzsiny

be ab ac
8> —+—+—,
sinaw  siny = sinf
2t 2t 2t
8t > ) ) R
sin“a  sin®f  sin“7y
1> 1 n 1 n 1 4R* 4AR? 4R?
sina  sin?fB  siny a? b? 2

Itt R a koriilirt kor sugara. Legyen R = 1, a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenségbdl

1 1 1 3 1
1>¥+b—2+c—223 —a2b262.

Mivel abc = 4Rt = 4t, tovabba az egységsugara korbe irhaté maximalis teriileti haromszog az egyenld oldald, s ennek

3v3 3v3
teriilete T\/—, vagyis t < T\/_, azért

1 1 1 3 1 3/ 1
1> o b = >34 =3 > 1.
- a? + b2 + c2 a2b?c? 16t2 —

Ellentmondésra jutottunk, ebbsl kovetkezik, hogy valéban w < 30°.

6. Képezziik a kovetkezd sorozatot: 1 = a (tetszdleges valds), xp41 = a(z1t £1), a pozitiv vagy negativ eldjel
minden lépésnél szabadon vdlaszthatd. Bizonyitsuk be, hogy ha a sorozat valamelyik eleme +1 vagy —1, akkor |a| < 2.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy |a| > 2. Teljes indukcidval belatjuk, hogy ekkor |z;| > 2 (i =1, 2, ...). Ha |z;| > 2,
akkor |z; £1| > 1, barmelyik elGjelet valasztjuk, és ekkor |z;11]| = |a(z; £1)| = |a| - |z; £ 1|, ami viszont nyilvanvaloan
nagyobb vagy egyenld, mint 2, hiszen |a| > 2. Ekkor azonban a sorozatnak nem lehet +1 vagy —1 tagja, tehéat eredeti
feltevésiink hamis, azaz |a| < 2.



