William Lowell Putnam, az 1882-ben végzett egykori harvardi didk egy cikket irt a harvardi oregdidkok 1921
decemberi évkonyvében, amelyben lelkesen ecsetelte egy egyetemek kozti csapatverseny varhaté hozadékait. Hogy egy
ilyen verseny val6ban létrejohessen, azt Putnam 6zvegye, Elizabeth Lowell Putnam 1927-ben létrehozott alapitvanya
tette lehet6vé. Kezdetben az angol nyelv volt a verseny targya és néhany évvel késébb kisérleti jelleggel iktattak
be a matematikat is. Jelenlegi formajaban 1938 o6ta keriil ra sor minden év decemberének els6 szombatjan. 1962-t61
kezdve a versenyen 12 feladatot tiznek ki, amelyeket hagyomanyosan A1-t6l A6-ig, illetve B1-t6l B6-ig szdmoznak.
A két feladatsor megoldésara harom-harom ora all a versenyzok rendelkezésére. A versenyen minden, még nem végzett
amerikai és kanadai egyetemi hallgaté részt vehet, bar egy didk sem indulhat négynél tobb alkalommal.

A verseny egyéni, de minden olyan egyetem vagy fGiskola, ahonnan legaldbb harman elindulnak, kijeldlhet egy
haromtagu csapatot a verseny el6tt; az & Osszesitett pontszamuk adja a csapat eredményét.

Az els6 6t helyezett csapatot felkészit6 oktatasi intézmény matematika tanszéke komoly pénzdijban részesiil. A gy&z-
tes jutalma 25 000, a tovabbi négy helyezetté pedig rendre 20, 15, 10, illetve 5 ezer dollar; a gyGztes csapat tagjai
fejenként 1000, a tovabbi helyzettek pedig 800-600-400, illetve 200 dollar dijat kapnak. Az egyéni verseny elsé 5 he-
lyezettjét nem rangsoroljék kiilon: valamennyien a Putnam Fellow cimet nyerik, ami 2500 dollaros pénzdijat is jelent;
az utanuk kovetkezd 10-10 versenyzd pedig fejenként 1000, illetve 250 dollar dijban részesiil.

Sok sikert kivanunk olvaséinknak a feladatok megoldasdhoz. A Putnam versennyel kapcsolatos informéciok megta-
lalhatok a verseny honlapjan:

http://math.scu.edu/putnam/index.html

A1. A koséarlabdafenomén Shanille O’Keal csapaténak statisztikusa folyamatosan nyilvantartja, hogy Miss O’Kealnek
a mez6nybdl végrehajtott N kisérletébdl hany vegzodott kosarral. Az idény elején a sikeres dobasok S(N) szama alacso-
nyabb volt N nyolcvan szizalékanal, a bajnoksag végére viszont ez az arany nyolcvan szézalék f6lé emelkedett. Volt-e
idkozben feltétleniil olyan pillanat, amikor S(IV) éppen egyenls volt az addigi N dobokisérlet nyolcvan szazalékaval?

A2. Hy és Hs két haromszog, oldalaik hossza rendre a;, b;, ¢;, a teriiletiik pedig T; (i = 1,2). Ha a1 < ag, by < ba,
c1 < cg, tovabba Hy hegyesszogi, akkor igaz-e, hogy Th < Th?

A3. Az u,, sorozatot a kovetkezGképpen definidljuk: ug = w1 = us = 1 és minden n > 0 esetén

det [ “m Untl) =
Un+2 Un+3
Bizonyitsuk be, hogy a sorozat elemei egész szamok. (Definici6 szerint 0! = 1.)

A4. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n szdmhoz van olyan N egész szam, hogy az z;xs - - - x,, szorzat
felirhato

N
_ n
T1To - Ty = ci(ainrr + appxa + ... + ainxn)
i=1

alakban, ahol ¢; racionélis, az a;; szdmok pedig a —1, 0, 1 szdmok koziil valok.

A5. Egy m x n-es sakktablat véletlenszertien kiszineziink: minden egyes mez6 szine a tobbiétdl fliggetleniil 1/2
valoszintiséggel piros vagy fekete. Azt mondjuk, hogy két mezs, p és q egyszini tartomanyban vannak, ha létezik élben
szomszédos mezdknek olyan sorozata, amelyik p-vel kezdddik, ¢-ig tart és a sorozat mez6i azonos szintek. Bizonyitsuk

mn
be, hogy az egyszind tartomanyok szdmanak a varhat6 értéke nagyobb, mint =

A6. Legyen az f(x;y) folytonos valos értéki fliggvény a 0 < < 1, 0 < y < 1 egységnégyzeten. Bizonyitsuk be,

hogy
/01 (/Olf(fc;y)dx>2dy+/ol (/Olf(:c;y)dy)2dx§
< (/Ol/olf(l“;y)dxdy>2+/ol/ol [f(a:;y)rdazdy.

B1. Tegyiik £, hogy az r racionalis szam gydke a P(x) = cp,x™ +cp_12" ' +. . .4 egész egyiitthatos polinomnak,
azaz P(r) = 0. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi n darab szam mindegyike egész:

2 3 2 —1
CnTy  CuT° 4 Cpo1T,  CpT° + Cp1r” +Cp_or, ..., Cpr" +cCp1r" " +...+cqr.



B2. Bizonyitsuk be az n és az m porzitiv egész szamokra, hogy

(m+n)! m! n!
(m+mn)mtn = mm pn’

B3. Hatarozzuk meg azokat az a > 0 valos szamokat, amelyekhez van olyan, a [0; a] intervallumon értelmezett nem
negativ értekd f(z) folytonos fiiggvény, hogy az
R={(z,y):0<2<a 0<y< fx)}
tartomany keriilete k hossztusagegység, teriilete pedig k teriiletegység valamilyen £ valds szamra.
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B4. Az n > 2 pozitiv egész szamra legyen 6 = “T  Tekintsiik a derékszogi koordinatarendszerben a Py (k,0)
n

pontokat (k = 1,2,...,n). Az Ry, transzformécioé az 6ramutato jarasaval ellenkezs iranyban 6 szoggel forgatja el a sik
pontjait a Pr pont koriil. Legyen R az ebben a sorrendben végrehajtott Ry, Ro, ..., R, forgatasok egymasutanja. A sik
tetszoleges (x;y) pontjara hatarozzuk meg és irjuk a legegyszertibb alakba az R(x;y) pont koordinatait.

T <1—|—x"+1>wn
lim _
-- 14 2n

B5. Hatarozzuk meg a

hatéarértéket.

B6. Tekintsiik a pozitiv egészek egy nem iires A részhalmazat és legyen N(x) az A halmaz z-nél nem nagyobb
elemeinek a szama. Jeldlje B azoknak a b pozitiv egészeknek a halmazat, amelyek felithatok b = a — a’ alakban, ahol
a € A és a € A. Legyenek a B halmaz elemei nagysag szerint névekvs sorrendben by < by < ... . Bizonyitsuk be,

N
hogy ha a b;+1 — b; sorozat nem korlatos, akkor ILm ix) =0.




