1. feladat. Adott a sikban az ABC hdromszog, melynek korilirt korét kivilrdl érinti a k kor. A k kér érinti egyittal
az AB és AC félegyeneseket is, mégpedig a P, illetve QQ pontban. Mutassuk meg, hogy a PQ szakasz felezdpontja
egybeesik az ABC' hdromszég BC oldaldhoz hozzdairt kérének kozéppontjdval.

I. megoldas. Alkalmazzunk inverzidt az A-val szemkozti hozzairt korre, melynek kozéppontjat F jeloli. Az ABC
haromszog oldalai (mivel érintik e kort) mind azonos sugart korokbe transzformalodnak. Feltehetjiik, hogy ez a sugar
egységnyi, és a megfelels korok kozéppontjai O 4, Op és Oc. Az ABC koriilirt korének a képe az A’, B’ és C' pontokon
atmend kq kor lesz. (A vesszGs valtozat az adott pont inverzio utani képet jeloli.)

Azt allitjuk, hogy a ki kor szintén egyégnyi sugari. O4, Op és O¢ ugyanis egyarant egységnyi tavolsagra vannak
az F-t6l, igy a rajtuk atmend kor sugara is egységnyi. Az O 40 pO¢ haromszog oldalfelezGpontjai altal meghatarozott

haromszog koriilirt kdrének sugara tehat —. E haromszog cstcsai az FA', FB' és FC' szakaszok felezGpontjai, tehét

1
az emlitett 3 sugart kort egy F' kozepi 2-szeres nagyitas a ki-be viszi, mely igy csakugyan egységsugari.

Az A’ koriili 2 egység sugart kor beliilrél érinti az AB, ill. AC oldalak képeit és a koriilirt kor képét is, igy e kor
éppen k képe lesz az inverzi6 soran. A P’, Q' pontok pedig az A’-vel atellenes pontok a megfelels egyégsugari korokon,
ezért A'FP’ és A'FQ’ egyarant derékszogek, tovabba F (a szimmetria miatt) felezi P’'Q’-t. Mivel F volt az inverzio
kozéppontja, F' egyuttal a PQ szakaszt is felezi. [

Megjegyzések. 1. Hasonldan a tavalyi verseny els6 feladatdhoz, idén sem volt haszontalan a sikbeli inverzi6 tulaj-
donséagainak ismerete (jollehet tavaly tobben probalkoztak az alkalmazéasaval). A versenybizottsag fenntartja maganak
az inverzioval (is) megoldhato példa kitiizésének jogat.

2. A feladat szoros rokonsagot mutat az 1978. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian kitizott 4. feladattal.
A kiilonbség lényegében annyi, hogy az olimpiai feladatban a k kor beldilrél érintett, és az érintési pontok alkotta
szakasz felezGpontja a beirt kor kézéppontja volt. Az emlitett feladatra megjelen egyik szellemes megoldas otlete
konnyen alkalmazhat6 a mi esetiinkre is. Ezt vazoljuk az alabbiakban.

3. Tobb versenyz6 probalkozott az analitikus moédszerrel. Természetesen igy is teljes értékd megoldas kaphato,
azonban viszonylag kevesen jartak sikerrel.

II. megoldas. Legyen E a k kor és az ABC haromszog koriilirt korének érintési pontja, M, ill. N pedig a
PE, ill. QF egyeneseknek és a haromszog koriilirt kérének F-t6] kiilonb6z6 metszéspontja. Mivel E-bél a k kort egy
kozéppontos hasonlosag viszi az ABC haromszog koriilirt kérébe, az M-ben, ill. N-ben a koriilirt korhoz htuzott érintsk
parhuzamosak AB-vel, ill. AC-vel. Eszerint M felezi a C-t tartalmazd AB ivet, N pedig felezi a B-t tartalmazd AC
ivet.

Felhasznalva a keriileti szogek egyenldségét, illetve hogy feleakkora ivhez feleakkora keriileti szog tartozik

MEB< = MEA< + AEB< = [HTQH: 7“;7
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adodik, ahonnan
a+p

BEP<=m—-MEB< = 5

(Felhasznéltuk, hogy oo + 8+ v = 7.)
Vilagos, hogy ABEC hurnégyszog, igy a konkiv BEC< nagysaga m + «. Legyen F' az iménti szog felezGjének és
a P(Q) szakasznak a metszéspontja. Eszerint

et T—Q

BEF< = 5 és APF< = 5

hiszen az AQP haromszog egyenld szaru. Azt kaptuk, hogy FEBP hurnégyszog, melyben a PF iven nyugvo keriileti

szogre

PBF<I=PEF<£=BEF<1—BEP<1:W;a—a;ﬂzﬂgﬂ.

Az adodott tehat, hogy BF az ABC haromszog B-nél 1évé kiils6 szogének a felezGje.

A fenti szdmolas értelemszeri modositasaval adodik, hogy CF az ABC haromszog C-nél levé kiils6 szogfelezsje.
A két kiilsé szoglelezd F' metszéspontja egyfel6l a BC oldalhoz hozzairt kor kézéppontja, masfelsl rajta van az ABC
haromszog A-bol indulé szoglelezsjén. E szogfelezs azonban felezi az egyenls szart APQ haromszog alapjat, az allitast
igazoltuk. O

2. feladat. Hatdrozzuk meg a legkisebb olyan, 2004-t61 kiilonbézd, pozitiv egész n szamot, amelyhez létezik olyan
egész egyttthatds f(x) polinom, hogy az f(x) = 2004 egyenletnek legaldbb egy, az f(x) = n egyenletnek pedig legaldbb
2004 kiilonbiézd egész megolddsa van.

Megoldas. Legyen g(x) egy kivant tulajdonsaga polinom a feladatbeli n szamhoz. Létezik tehat olyan a egész,
melyre g(a) = 2004. Definialjuk a ¢1(z) := g(z + a) polinomot. Nyilvan g;(0) = g(a) = 2004, azaz g;(x) konstans
tagja 2004, tovabba a ¢1(z) = n egyenletnek léteznek kiilonbozs, a1, asg, . . ., azpos egész gyokei, melyek egyike sem 0,
mivel g1 (0) = 2004. Ez azt jelenti, hogy

gi(x) —n=(x—a)(xr—az2)...(®—aos) - g2(x),

ahol a polinomosztas miatt a go(x) polinom is egész egylitthatos, konstans tagja legyen c. Az egyenlGségben szerepld
két polinom konstans tagjai megegyeznek, igy persze

|2004— TL| = |a1| . |CL2| Caeat |a2004| . |C|,
ahonnan, felhasznalva, hogy ¢ # 0, kapjuk, hogy
[2004 — n| > |a1]| - |az| - ... - |a2o004| > 1| | = 1|-|2]- | —=2]-...-|1002]-| — 1002]|.

Innen latszik, hogy 0 < n < 2004 nem lehetséges, ezért a fenti egyenl6tlenségbdl n > (1002!)2 + 2004 kovetkezik.
Legyen most a g(x) polinom a kovetkezd:

g(z) = —(z = D)(z+1)(z—2)(x+2)...(z — 1002)(z + 1002) + (1002!)* + 2004.

Erre a polinomra g(0) = 2004 és
g(£k) = (1002!)* + 2004

minden 1 < k < 1002 egészre, vagyis a feladat kérdésére a valasz

n = (1002!)* +2004. [

3. feladat. Egy korvonal mentén néhany kék és piros pontot helyeztink el. Ezekkel az alabbi miveleteket végezhetjiik:

(a) valahova beillesztink egy 1j piros pontot, és a két szomszédjdt ellentétes szintdre vdltoztatjuk.

(b) ha legaldbb hdrom pont van, és ezek kozil legaldbb az egyik piros, akkor egy piros pontot torlink, a két szomszédjat
pedig ellentétes szindre vdltoztatjuk.

Kezdetben két pont van a kor kertletén, mindkettd kék. Elérhetjik-e a lépések tobbszori alkalmazasdval, hogy tjra
két pontunk legyen, de azok pirosak legyenek?

I. megoldas. A piros és kék pontok a kort ivekre osztjak; irjunk minden egyes ivre (+1)-et vagy (—1)-et ugy,
hogy a piros pontok két oldalan egyenld, a kék pontok két oldalan pedig ellentett szamok &alljanak. Mivel a kék pontok
szama minden lépésben pérossal valtozik, ezért mindig paros sok kék pont van a kérvonalon. Az ivek fenti szamozésa
tehat kétféleképpen végezhets el, és az egyik szamozasbol ugy kapjuk a masikat, hogy minden iven elGjelet valtunk.
Megmutatjuk, hogy az ivekre irt szamok Osszege minden 1épés utan oszthatd marad 3-mal. A kezdeti allapotban ez
igaz, mert egy (+1)-et és egy (—1)-et adunk Ossze.



Ha egy 1épésben egy ¢ ivre piros pontot iiltetiink, akkor a beillesztett piros pont szomszédjainak szine megvaltozik,
ezért a lépés el6tti ivszamozasbol helyes ivszamozast kapunk, ha a beillesztett piros pont két oldalan keletkezs részivekre
az i ivre irt szam ellentettjét irjuk, a tovabbi iveken pedig megtartjuk a szamozast. Piros pont torlésekor forditva jarunk
el. Az ivekre irt szamok Osszege mindkét esetben 3-mal valtozik, tehat ha korabban 3-mal oszthato volt az Gsszeg, agy
ez a lépés utan is igy marad.

Ha néhany 1épés utan két piros pont marad, akkor két egyenls szam keriil a kor keriiletére, melyek Osszege nem
oszthaté 3-mal. Ezt az allapotot tehat nem lehet elérni. [

II. megoldas. Ismét azt igazoljuk, hogy nem kaphatunk két piros pontot az adott 1épésekkel. Feleltessiink meg a
pontoknak egy-egy geometriai transzformaciot: a kék pontok jelentsék a t-vel jelolt tengelyes tiikkrozést az z-tengelyre,
a piros pontok pedig az f-fel jel6lt, origo koriili, 120°-os elforgatasnak feleljenek meg.

Megmutatjuk, hogy azokban a pontrendszerekben, amelyek két kék pontbol kiindulva elGéllithatéak, a pontoknak
megfeleltetett egybevagosagi transzformaciok szorzata — tetszéleges kék vagy piros pontbol indulva és pozitiv koriiljaras
szerint haladva — a minden pontot fixen hagyo, identikus transzformacio. Ez a kezdeti allapotban (két tiikrozés) teljesiil.
Elegend6 tehat megmutatnunk, hogy a lépések megdrzik ezt a tulajdonsigot, hiszen két piros pontra a megfelels
egybevagosagok szorzata egy —120°-o0s forgatéas.

Elgszor is figyeljiik meg, hogy ha egy rogzitett kék vagy piros p pontbol kiindulva a megfelel§ transzforméciok
szorzata minden pontot helyben hagy, akkor tetszéleges p’ ponttdl kezdve a transzformaciok elvégzését, szintén az
identikus transzforméaciot kapjuk. Ez azért igaz, mert ha p-t6l p’-ig (pozitiv koriiljards szerint) a transzforméciok
szorzata egy T egybevagosag, akkor a p'p iven a szorzat sziikségképpen a 71 inverz leképezés. Ha viszont p’-bél
indulunk, akkor a szorzat transzformaciot ugy kapjuk, hogy el6szor a 77!, majd a 7 transzforméciot vegezziik el, 4m
ez a leképezés-sorozat is minden pontot helyben hagy.

Tegyiik tehat fel, hogy valamely allapotban a transzformaéciok szorzata az identitas, és tekintsiink egy tetszoleges
lépést. A 1épés négyféle lehet:

fretft,  ftetiff, ifefft, tte fff;

a transzformaciok szorzata egyik esetben sem valtozik, ha a kiindulépont a megvaltozott pontokon kiviilre esik, tehét
legalabb egy esetben. Lattuk, hogy a transzformaciok szorzata ekkor barmely kiindul6 pontboél az identités lesz, amivel
allitasunkat igazoltuk. [



