A hires holland grafikus, Maurits Cornelis Escher (1898-1972) sokféle matematikai témat feldolgozott. Kozismertek
példaul azok a metszetei, amelyeken tobb irdnyban is periodikus mintdk ismétlédnek. Ezeken pontosan egyméshoz
illeszkedd mintéazatok toltik ki a képet. Vannak olyan miivei is, amelyeket egyetlen alakzat tiikorképeibél szerkesztett.

Madarak Circle Limit T Circle Limit IV

1. dbra

Escher 1958-ban ismerkedett meg és keriilt baratsdgba a hires geométerrel, Donald Coxeterrel, akinek a Poincaré-
féle kormodellrdl irt cikke keltette fel a mivész érdeklGdését a kormodell csempézései irant. Tobb olyan fametszetet
is készitett — a hires Clircle Limit sorozatot —, amelyen a kormodellt csempézte ki periodikus mintédkkal. Coxeter
elismeréssel nyilatkozott a miivekrél, amelyek aprolékos pontossaggal kovették a geometria elirasait.

Szamitogép segitségével nem nehéz Escher-szerii képeket késziteni. A szamitogép gyorsan és pontosan végrehajt-
hatja a szerkesztéseket. A minta kitalalasaban persze nem segit, ez a mi feladatunk. Az interneten tSbb olyan oldal
talalhato [8, 9, 10], ahol Escher-szerti grafikikat készithetiink az euklideszi sikon; nekiink csak a mintat kell leraj-
zolnunk, a csempézést a szamitogép késziti el. De a hiperbolikus sik kiilénb6z6 modelljeinek ,Circle Limit szerd”
csempézéseit is elkészithetjiik.

E cikken beliil nem vallalkozhatunk az Gsszes elhangzo6 fogalom definidlasara, ugyanakkor a matematikaban jarta-
sabb Olvasoink kedvéért szeretnénk ramutatni a téma és a geometria més agai kozotti kapcesolatokra. Ezért el6fordulnak
olyan matematikai kifejezések, amelyek sokak szamara ismeretlenek lehetnek; ezekhez mindig mutatunk forrasokat —
konyveket, cikkeket —, ahol az Olvas6 utana jarhat, de a cikk megértésében az sem okoz problémat, ha ezeket az els6
elolvasaskor egyszertien atugorja.

A hiperbolikus sik és néhany modellje

A parhuzamosségi axibma bizonyitési kisérletei vezettek el a 19. szazad els§ harmadéaban a hiperbolikus” geometria
felfedezéséhez. Bolyai Jdnos és Nyikoldj Tvanov Lobacsevszkij egyméstol fiiggetleniil épitette fel és publikilta a hiper-
bolikus geometria legfontosabb tulajdonsagait. (Bolyai kiizdelmérsl eredményei elismeréséért bévebben olvashatunk
Reiman Istvan konyvében [6¢].)

A hiperbolikus sik részletes targyalasa tobb tankdnyvfejezet témaja. Az érdekl6ds Olvaso figyelmébe ajanljuk a mar
emlitett Reiman-konyvon kiviil Coxeter tankdnyvét [1b] és Suranyi Laszl6 interneten talalhato Bolyai-gytjtemeényét [7].
Most csak azokat a legfontosabb ismereteket szeretnénk osszefoglalni, amelyekre a hiperbolikus grafikdk készitéséhez
sziikségiink lesz.

A hiperbolikus sikon ugyanazok az axiémék igazak, mint az euklideszi sikon, kivéve a parhuzamosségi axi6bmat,
amelynek a tagadasa szerepel:

Ha e a sik tetszdleges egyenese és P eqy azon kivili tetszdleges pont, akkor P-n keresztiil végtelen sok olyan egyenes
hizhato, aminek nincs kdzds pontja e-vel.
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2. dbra. A parhuzamossagi axioma tagadasa
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Az e-t nem metsz6 (fél)egyenesek kozott van két ,szélsé helyzetd”; az dbran ezeket jeloltiikk pr-gyel, illetve po-
vel. Ezeket az e egyenessel, illetve az e; és e félegyenesekkel pdrhuzamosnak, a tobbi nem metsz6 egyenest pedig
ultraparalelnek hivjuk.

Termeészetesen a hiperbolikus sikon is mériink tavolsagokat és szogeket. Lényeges kiilonbség, hogy nem talélkozunk
a hasonlosag jelenségével; ha két haromszognek ugyanazok a szogei, akkor egybevagok. A haromszogek szogosszege
mindig hatarozottan kisebb, mint 180°, és altaldban a sokszogek szogosszege kisebb, mint az euklideszi esetben.



A hiperbolikus sik strukturaja nem teljesen egyértelmd. Ha més tavolsagot valasztunk egységnek — azaz a tavol-
sdgokat ugyanazzal a szammal megszorozzuk, atskalazzuk —, a struktdra megvaltozik; példaul az ugyanolyan hosszi
oldalakkal szerkesztett haromszog szogei mésok lesznek. Ezért a hiperbolikus stknak van egy paramétere, egy pozitiv
valos szdm, ami a skalazast irja le. Ezt a paramétert tobbnyire k-val szokas jel6lni.

A sz0gbsszeg hidnyanak, a defektusnak érdekes geometriai jelentése van; szoros kapcsolatban all a teriilettel. Ha
egy haromszog szogei — ivmeértékben mérve — o, 3 és v, akkor a haromszog teriilete k2 - (7 —a— B—7). Altalaban, egy
sokszog teriilete a szoghiany k2-szerese — éppen ugy, mint ahogy a gémbsokszogek teriilete a szogtoblettel ardnyos.

Az euklideszi sikon és térben sokféle strukturat ismeriink, amire teljesiilnek a hiperbolikus sik axi6oméi. Ezekben a
struktarakban nem ugyanazokat a geometriai objektumokat nevezziik pontnak és egyenesnek, és masképpen mériink
tavolsagokat és szogeket.

A modelleknek nagy jelentGsége van az ugynevezett relativ ellentmondasmentességi bizonyitdsokban. Ha az euk-
lideszi axiomak ellentmondasmentesek, akkor az euklideszi geometridban konstruédlt modell 1éte bizonyitja, hogy a
hiperbolikus sik is lehetséges és a parhuzamossagi axiéma nem kovetkezik a tobbi euklideszi axiémabol.

A tovabbiakban négy modellt mutatunk be. Mindegyik modellben definialjuk, hogy mik a pontok és az egyenesek,
definidljuk a tavolsagot és a szogeket. A bemutatott modellek koziil a Cayley—Klein modellrél és a Poincaré-féle
kérmodellr6l mar olvashattunk példdul Hraské Andras cikkében [8].

A Cayley—Klein modell

Vegytink az euklideszi sikon egy kort (alapkor). A kor belsejébe es pontok lesznek a modell pontjai, a kor harjai
pedig az egyenesek. Két (fél)egyenes akkor parhuzamos, ha a végpontjuk kozos (3. dbra).

3. dbra. Parhuzamosok

A Cayley—Klein modellben fontos szerepet jatszanak a projektiv geometria [3b, 6b] kiilonféle eszkozei. Példaul
az egybevagosagi transzformaciok az euklideszi siknak azok a projektiv transzformacioi (kollineacioi), amelyek az
alapkort, illetve annak belsejét 6nmagara képezik. Az alapkorre vonatkozo polaritds [3c, 5] is kiemelt szerepet jatszik:
két egyenes pontosan akkor merdleges a modellben, ha konjugdltak (4. dbra).

4. dbra. Meré6legesség

A tavolsagot a kettdsviszony [3b, 6a] logaritmusaként definidljuk. Ha X, Y két pont az alapkér AB hurjan (4. dbra),
akkor az X és Y pontok tavolsaga

k k AX AY
(1) d(X,Y)—i-ln\(ABXY)|—§-ln <5 VBl
Az alapkor kozéppontjaban a szégek megegyeznek az euklideszi szogekkel. A kozépponttol kiilonbozs csticsi szogek
definiciéja bonyolultabb, késébb visszatériink ra.



5. dbra. Tavolsag és szog

1. feladat. Legyen X, Y, Z harom, ilyen sorrendben egy egyenesre es6 pont. Ellenérizziik, hogy d(X,Y)+d(Y, Z) =
d(X, 7).

A Poincaré-féle kormodell

A koérmodellben ismét egy alapkor belseje a sik, de az egyenesek definicidja lényegesen kiilonbozik. A modellbeli
egyenesek az a&tmeérck, valamint az alapkort merdlegesen metsz6 koroknek az alapkor belsejébe es6 ivei. Két (fél)egyenes
ezuttal is akkor parhuzamos, ha a végpontjuk az alapkornek ugyanaz a pontja (6. dbra).

6. dbra. Parhuzamosok

Ha X, Y két pont az alapkorre merdleges AB koriven (7. dbra), akkor az X és Y pontok tévolsiga

AX AY

(2) d(X,Y)=k-In|(ABXY)| =k-In X5 VBl

(A képletben négy, egy koron fekvs pont kettésviszonya szerepel, ami pontosan ugyanugy fejezhetd ki a hurok hosszaval,
mint amikor egy egyenesre esnek.)
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7. dbra. Téavolsag és szog

A szogek definicioja nagyon egyszeri: két egyenes (koriv) bezart szoge megegyezik a korivek metszéspontjaban
hazott érinték euklideszi szogével (7. dbra).

A kormodell geometridja szorosan kapcsolodik az inverzidhoz és az inverziv sikhoz [la, 2, 3a]. A tengelyes tiikrozés
példaul nem mas, mint a tengelyt reprezental6 korre torténd inverzio. Altalaban az egybevagosagi transzformaciok az
inverziv siknak azok a kortarté transzformécioi, amelyek az alapkor belsejét 6nmagéara képezik.

2. feladat. Legyen X, Y, Z harom, ilyen sorrendben egy egyenesre esé pont. Ellenérizziik, hogy a kérmodellben
isd(X,Y)+d(Y,Z)=d(X, 2).

3. feladat. Legyen P a kormodell egy pontja, amely nem esik egybe a modell kézéppontjaval. A P-n atmend
hiperbolikus egyeneseket (koriveket) hosszabbitsuk az alapkoron tul. Igazoljuk, hogy a meghosszabbitdsoknak is van
egy kozos P’ pontja az alapkoron kiviil. Mi a geometriai kapcsolat P és P’ kozott?

4. feladat. Legyen P és @) a kormodell két kiilonboz6 pontja. Szerkessziik meg korzével és vonalzoval a P-n és @-n
atmend hiperbolikus egyenest.

5. feladat. Igazoljuk, hogy a kormodellben a korok euklideszi értelemben is koérok.

6. feladat. Mutassunk a kormodellben olyan haromszoget, amelynek nincs koriilirt kore!



A Poincaré-féle félsikmodell

A kormodellbdl inverzidval tovabbi modelleket kaphatunk. Valasszunk ki az alapkorén egy P pontot, és alkalmaz-
zunk a modell minden pontjara egy P polust inverziot. Az alapkor képe egy egyenes lesz, a kor belsejének képe pedig
egy F nyilt félsik. Azoknak a hiperbolikus egyeneseknek a képe, amiknek egyik vége P, egy-egy félegyenes lesz, amelyek
merGlegesek F' hatarara; azoknak a képe pedig, amiknek egyik vége sem P, egy-egy félkor (8. dbra).
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8. dbra. A kormodell és a félsikmodell kapcsolata

A felkoroket és félegyeneseket egységesen is kezelhetjiik az inverziv sikon, ha a félegyeneseket olyan félkorokként
kezeljiik, amelyeknek masik végpontja az idedlis (végtelen tavoli) pont.

A szogeket és tavolsdgokat ugyanigy mérjik, mint a kérmodellben. Két, egymast metsz6 félkdr bezart szoge
megegyezik az érintGk euklideszi szogével. Ha pedig X és Y két pont az AB félkoron, akkor a tavolsagukat most is a
(2) képlettel definialhatjuk. Abban az esetben, ha X és Y egy félegyenesre esik, azaz példaul B az idealis pont, akkor

BX . PP
a —— hanyadost 1-nek tekintjiik és

BY
AX

In =2
B Ay

7. feladat. Legyenek az A, B, C, D pontok egy koron vagy egy egyenesen ebben a sorrendben. Alkalmazzunk egy
inverziot ezekre a pontokra; a képiik legyen A’, B', C', D'. Igazoljuk, hogy az (A’B'C’D’) és (ABCD) kett6sviszonyok
megegyeznek.

AX,Y)=k-

A félgobmbmodell

Az inverzidval tovabbi modelleket készithetiink. Probalkozhatunk azzal, hogy az inverzi6 pélusat nem a kérmodell
hataran, hanem azon kiviil valasztjuk meg; ilyen médon azonban ismét a kormodellt kapjuk vissza. Ha viszont kilépiink
a térbe, és az inverzid polusat nem a koérmodell sikjaban valasztjuk meg, valoban 0j strukturat kapunk. A modellt
tartalmazo korlemez képe egy gombsiiveg; a pélust alkalmasan megvélasztva éppen egy félgomb; az igy kapott struktira
a félgbmbmodell.
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9. dbra. A félgombmodell

A félgdmbmodellben a pontok a félgdmbfeliilet bels§ pontjai, az egyenesek pedig a hatarra merdleges félkorok.
A sz6gek ismét az euklideszi szogek, a tavolsagokat pedig a (2) képlettel definialjuk.

A félgbmbmodellt konnyt kozvetleniil kapcsolatba hozni a félsikmodellel és a Cayley—Klein modellel is. Ha a
féelgdmbmodellt az egyik hatarpontjabol invertaljuk, a félsikmodellt kapjuk. Ha pedig mer6legesen vetitjilk a hatéar
sikjara, a Cayley—Klein modellhez jutunk.

8. feladat. Adott egy korlemez a térben. Mi azoknak a P pontoknak a mértani helye, amikb6l a korlemezt
invertélva félgbmbot kapunk?

9. feladat. Honnan kell invertalni a félsikmodellt, hogy a félgémbmodellt kapjuk?

10. feladat. Igazoljuk, hogy a (2) képlet a félgbmbmodellben, illetve az (1) képlet a Cayley—Klein modellben
ugyanazt az eredményt adja. Masképpen fogalmazva, legyen X és Y két pont a félgbmbmodellben az AB félkoron,
vetiiletiik az AB egyenesre legyen X', illetve Y”. Igazoljuk, hogy (ABX'Y"') = (ABXY)?.



Most méar elarulhatjuk, hogyan érdemes a Cayley—Klein modellben a szogeket definidlni. Ha két egyenes hiperbolikus
szogére vagyunk kivancsiak, visszavetitjiik ket a félgdmbmodellre és a szoget a félgomb feliiletén mérjiik meg. Ezt
természetesen képlettel is le lehet irni (ett6l most eltekintiink), de sokkal fontosabb, hogy ismerjiik a képlet héatterét.

A négy bemutatott modell k6zott Osszesen négy megfeleltetést talaltunk; ezeket a 10. d@brdn foglaltuk Gssze.

C-K modell kormodell
inverzié
vetités inverzié
inverzié m
félgombmodell félstkmodell

10. abra. Megfeleltetések a modellek kozott

A latott modellek kdnnyen &ltalanosithatok magasabb dimenzioban. Példaul az irodalomban szintén jol ismert
féltérmodellben [1b] egy nyilt féltér pontjai a pontok, a hatarsikra merdlegesen illeszkeds félsikok és félgdmbok a
hiperbolikus sikok, a hatarsikra merglegesen illeszked félegyenesek és félkorok az egyenesek. A hiperbolikus sikokat
reprezentald félsikokon és félgombokon természetesen a félsik-, illetve a félgombmodell jelenik meg.

Csempézések

A hiperbolikus sik sokféleképpen kicsempézhets egybevago sokszogekkel. A legegyszertibb természetesen harom-
szogeket hasznalnunk. Olyan hiperbolikus haromszoget kell valasztanunk, amelynek mindegyik szoge a 180°-nak egész
hanyada (90°,60°,45°,36°,...). Egyenls szart haromszog esetén a szarszog a 360° egész hanyada (120°,90°,72°,...).
Ha a héaromszogiinket lerajzoljuk valamelyik modellben, akkor az oldalakra tiikrozgetve kaphatjuk meg a tobbi csem-
pét.

11. feladat. Hogyan szerkeszthetjiik meg a Cayley—Klein, illetve a kormodellben egy pont tiikorképét egy masik
pontra vagy egyenesre?

A 11. dbrdan egy olyan csempézést rajzoltunk le a kdrmodellben, amelyben a haromszognek egy 60 és két 45 fokos
szoge van. Mivel minden csicsban paros szamu (6 vagy 8) haromszog talalkozik, a csempéket ki lehet szinezni két
szinnel gy, hogy a szomszédos csempék kiilonboz6 szintiek legyenek. A kétféle szinii csempébe azutan kétféle mintat
rajzolhatunk, mint azt Escher is tette; példaul az egyik fajta csempébe angyalkikat, a masik fajtaba 6rdogoket.

11. dbra. Csempézés a kormodellben

Hogyan rajzoljunk?



Ha szamitégépes programot akarunk irni hiperbolikus grafikdk készitéséhez, sziikségiink van egy algoritmusra,
amely a modell tetszéleges pontjdnak meghatarozza a szinét.

Vegyiik fel a haromszog alaka kiindulé csempét valahol a modellben. Célszerii egyik csicsat a modell kdzéppont-
janak valasztani, mert igy két oldala az alapkor atmérGje, és az ezekre vald tiikrozés — amelyre sziikségiink lesz —
kénnyebben kezelhets. A csempézésnek sokféle szimmetridja van: forgatasok, tengelyes és kdzéppontos tiikkrozések;
ezek kozill kitiintethetiink néhanyat, példaul a modell kdzéppontja koriili elforgatasokat, a kiinduld csempe oldalegye-
neseire valo tiikrozéseket, esetleg — bizonyos mintak esetén — oldalfelezs pontokra valé tiikrozéseket. (Természetesen az
emlitett transzforméciok hiperbolikus megfelelGire van sziikségiink; a képpontok koordinatait szamitogép segitségével
érdemes meghatarozni, a kozolt tavolsagképlet felhasznalasaval.)

Ha P egy tetszbleges pont a modellben, amelynek szinére kivancsiak vagyunk, akkor P-t a kitlintetett transz-
formaciokkal a kiindul6 csempébe képezziik. (Ez akkor is biztosan lehetséges, ha csak a kiindul6o csempe oldalaira
vagy oldalfelez6 pontjaira valo tiikrozéseket hasznaljuk.) Ha a kiinduld csempébe mér belerajzoltuk a mintat, maris
leolvashatjuk a P pont szinét (12. dbra).
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12. dbra. Pont szinének meghatarozasa

A gyakorlatban a csempék mintajat egy kiilon képként rajzoljuk meg és ez a kép természetesen euklideszi.

Ezért sziikségiink van még egy megfeleltetésre a csempe pontjai és az euklideszi minta kozott. Azt szeretnénk,
hogy a csticsok egyenrangiak legyenek és a megfeleltetés ne fliggjon a kiindulé csempe elhelyezésétsl sem. Erre egy
lehetséges megoldas a kovetkezd. Legyen a kiindulo csempe az ABC hiperbolikus haromszog, az euklideszi minta pedig
az A’ B'C’ euklideszi haromszog. Ha P az ABC haromszoglemez egy tetszéleges pontja, akkor szamitsuk ki az ABP,
BCP, CAP haromszogek hiperbolikus teriiletét. Az euklideszi mintdban a P-nek megfelels P’ pontot gy valasszuk
meg, hogy az A'B'P’, B'C'P', C' A’ P! haromszdgek teriiletének aranya ugyanaz legyen. Més szoval, az ABP, BCP,
CAP haromszogek hiperbolikus teriiletét valasszuk a P’ pont stlyponti koordinatdinak az A'B’C’ haromszogben
(13. dbra).
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138. dbra. A teriiletarany megsrzése

Most mar minden matematikai eszk6z rendelkezésiinkre all hiperbolikus grafikak készitéséhez. A program az elké-
szitend6 kép pixelein sorban végighaladva mindegyiknek kiszamithatja a szinét és Osszedllithatja a képet.
Jo6 szorakozast!
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