Az eloszldsfiigguény

Szamok tetszéleges z1, o, ..., x, Osszességét szamcsoportnak nevezziik. Szamcsoportot alkotnak példaul a dobo-
kocka hat lapjan talalhaté szamok, a lottd e heti nyerészamai, egy tanuld félévi osztalyzatai, vagy egy osztaly tanuloi
altal egy nap szerzett jegyek. A szdmcsoport tagjainak a sorrendje nem lényeges, de az esetleges ismétlédések nem
elhanyagolhatéak. Az z1, x9, ..., x, szamcsoportot roviden &-vel jeloljik, az elemek szamat G(&)-vel (jelolésiink
mellett tehat G(€) = n). Egy adott szamcsoport esetén érdemes megvizsgalni, hol helyezkednek el a tagjai, hogy adott
tipust szamok koziil hany tartozik a csoporthoz.

A ¢ = {x1, x2, ..., z,} szamcsoportnak a valos szamok tetsz6leges H részhalmazahoz tartozo gyakorisiga a
szamesoport azon tagjainak szama, amelyek H-nak elemei. Ezt a szamot G(§ € H)-val jeloljiik, és a mondott definicio
formalis alakja a kovetkezs:

G eH)= ZI(xi, H),

ahol I(z, H) = 1, ha « € H, és 0 kiilonben. Ha a £ = {x1, @2, ..., 2n}, 8 7 = {y1, Y2, Ym} Szamcsoporthoz
tetsz6leges H mellett ugyanaz a gyakorisag tartozik, akkor £ azonos n-val. Ez nyilvan csak agy lehet, ha n = m, és az
egyik szamcsoportot megkaphatjuk a méasikboél, ha a tagjait alkalmas médon atrendezziik.

Erdekes kérdés, hogy egy adott szamcsoport tagjait hanyféle sorrendben irhatjuk fel. Ez attol fiigg, vannak-e
egyformék a csoport tagjai kozott, és ha igen, mib6l mennyi van. Ezt viszont a Quetelet—gdrbérdl olvashatjuk le. Ha
ebben a

G <qg<..<gj

szamok fordulnak el rendre
ki, kay oo, Ky

gyakorisagokkal (azaz k; = G(§ = ¢;), i =1, 2, ..., j), akkor a szamcsoportban a lehetséges atrendezések szama

(k1 + ko + ...+ k)
Tl Kol !

(v6.: Koczy T. Laszlo: A Pascal-tetraéder, KOMAL 51. kétet, 1. szam, 1-9. 0.). Kézben méar tovabb is fejlesztettiik
a jelolésiinket, amennyiben a £ € H eseményt a konkrét egyelemtid H = {¢;} halmaz mellett a & = ¢; feltétellel
jeloltiik. Ezzel a lehetséggel a tovabbiakban is szabadon éliink, nevezetesen G(a < < b) tetsz6leges a, b mellett a £
szamesoportnak a nyilt (a, b) intervallumba esd tagjainak a szamat fogja jelolni.

A & ={x1, xo, ..., x,} szdmcsoport eloszlastiiggvénye a minden valos x-re, értelmezett
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fiiggvény. Peldaul € = {1, 2, 3, 4, 5, 6} szamcsoport néhany gyakorisaga: G(1 < £ < 6) = 4, G(& péaros szam)= 3, G(£
primszam)= 3, G(£ Osszetett szam)= 2, és eloszlasfiiggvénye

0, ha <0
F(x) = E[x], ha 0<x<6
1, ha T > 6,

ahol [z] az = egész része. Emellett a szamcsoportnak az atlaga

1 1
E() = 6(1+2+3+4+5+6) :35,
és szOrasnégyzete
1 35
D*¢) = —=(5"+3*+ 12+ 17+ 3> +5%) = —
(€)= 5;(5* +8°+ 2+ 124824+ 5%) = T,
35
tehat D(§) =4/ — = 1,71.
ehat D(O) =/ 7 = 1,
Tetszoleges & = {x1, x2, ..., x,} szdmcsoport segitségével készithetiink véletlen szamot ugy, hogy egy urnaba
n cédulat tesziink, és ezekre rendre az 1, xa, ..., =, szdmokat irjuk. Aztan kihtzunk egy cédulat az urnabol,

megnézzik, és visszatessziik az urndba. Majd jol elkeverjiik a szdmokat, és hasonlé médon wjra hizunk annyiszor,
ahany szamra sziikségiink van. Ezzel a modszerrel tetszleges véletlen szamot elGéallithatunk, példaul a kockadobést
af =1, 2, 3, 4, 5, 6} szamcsoporttal generalhatjuk. Generalhatnank a ¢ = {1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6}
szamesoporttal is, viszont a & = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6} szamcsoport szamai el6bb—utobb elarulnak, hogy készitsjiik
tobb hatost szeretne kapni, mint amennyi egy koézonséges kockan varhaté volna.



Persze meg is fordithatjuk a sorrendet, kaphatunk szamcsoportot tetszéleges véletlen szambél is. Ha az z1, z2, ..., x,
szamok egy véletlen szam egymas utani aktualis értékei, a £ = {x1, 2, ..., x,} szamcsoportot a véletlen szam re-
alizacidjanak nevezziik. Egy realizaci6é atlagat és szorésat tapasztalati atlagnak és tapasztalati szoérasnak nevezziik,
ezek maguk is véletlen szamok, értékiik realizaciorol realizaciora valtozik. A szdmok szamat a realizécié hosszanak
nevezziik, ennek novekedtével a tapasztalati atlag és tapasztalati szoras ingadozasa csokken. Szakkor—sorozatunk 6
célja épp e csokkenés vizsgalata.

Tetsz6leges véletlen szdmmal jatszhatoé a kovetkezs jaték. Vélasztunk egy n természetes szamot, és a jatékosok
egymastol fiiggetleniil valasztanak maguknak egy F felss és egy A also szamot, ezért fizetnek (F — A)? pontot. (Ha

2
a véletlen szam értékei nagyok, <T> pontot, ahol K alkalmasan valasztott konstans.) Aztan a véletlen szam

n hosszisagu & realizacioja alapjan minden jatékos —G(A < ¢ < F') pontot kap. A végén persze az nyer, akinek a
n
legtobb pontja van.
A mellékelt 5. feladatban mi a varhaté pontszamot egy nagyon nagy n mellett fogjuk meghatarozni, olyan nagy n
mellett, hogy a véletlen mar ne is szélhasson abba bele, ki lesz a nyertes. Mert a nyertes az lesz, akinek az altalunk
szamitott varhatd pontszama a legnagyobb.

Mikor igazsdgos egy jaték?

Ketten jatszhatjak a kovetkezs jatékot. A jatékosok egy—egy szamjegyet irnak egy cédulara, aztan egyszerre felmu-
tatjak a szamukat. Ha ezek egyformék, az elsg jatékos kap 35 Ft-ot, ha nem, a méasodik kap annyi forintot, amennyi
a két szam kiilonbsége (abszolut értékben). Ki fog nyerni ebben a jatékban?

Tegyiik fel, hogy az els6 elére megir ezer cédulat. Ezek koziil 131-re nullat, 109-re egyet, 95-re kettst, 85-re harmat,
80-ra négyet, 80-ra 6tot, 85-re hatot, 95-re hetet, 109-re nyolcat és 131-re kilencet ir. A cédulait beleteszi egy urnéba,
és minden jatékban onnan hiaz ki egyet, aztan vissza is teszi oda. Mit tehet a mésodik, ha tudja, hogy mit csindl az
els6? Belathato, hogy nem sokat. Hosszu tavon mindig az elsé lesz el6ny0s helyzetben. Ehhez persze meg kellett talalni
a mondott szdmokat, amelyekhez hasonlok keresése, reméljiik, jo szorakozéast nytjt majd az olvasoknak. (B&vebben
ezekr6l Radnainé Szendrei Julia: A jaték matematikaja cimd kényvében olvashatunk.)

Szdmesoportok dsszege

Definicio. Két szamcsoport Osszege az a szamcesoport, amelynek tagjait ugy kapjuk, hogy az adott két szamcsoport
tagjait minden lehetséges modon péarba éllitjuk, és minden parban vessziik a szamok Osszegét. Tehat a & = {x1, x2, ...,
Tntésn={y1, yo2, ..., ym} szamcsoportok Osszege a ¢ = {z1+y1, v1+ +y2, .., T1+Ym, T2+vy1, T2+y2, ..., T2+
Ymy -y Tn+ Y1, Tn +Y2, -y Tnt +Ym} szamcsoport, amelynek n - m tagja van.

Tétel. Két szamcsoport Osszegének atlaga egyenls a szamcsoportok atlaganak Osszegével.

Bizonyitds. A definicioban bevezetett jelolések mellett

Z(xi—kyj ZZ$Z+ZZyﬂ_mZ$1+nZyﬂ_m nE(€) +n-mE(n).

1j5=1 =1 j=1 =1 j=1

nm-E(C) =

%

Tétel. Két szamcsoport 0sszegének szorésnégyzete egyenls a szamcsoportok szérdsnégyzetének dsszegével.
Bizonyitds. A definicio jelolései mellett jeloljiik E(€)-t T-sal, E(n)-t g-sal. Ekkor

nmDA) = 303l —7) + gy~ T = m Y (=720 D (an — D)y~ + 0y (5 -

i=1 j=1 i=1

Itt a kozépss Osszeg egyenls a Z( ,—T) ésa Z 7) Osszegek szorzataval, ezek az Osszegek viszont 0-val egyenlGek.
i=1
A mellékelt 6. feladat £ = {—1, 0, 1} szamcsoport onmagaval képezett tobbszoros 0sszegével kapcsolatos. Ennek
részletes vizsgélata lesz utolsé adasunk témaja, ezért kérjiikk a feladat megoldéit, vizsgaljak meg a kapott szamokat
alaposan, milyen torvényszertség fedezhets fel benniik.

5. feladat. Milyen hatarokkal jatszané a kovetkez véletlen szamokat? (A jatékot a cikkben irjuk le.)



VELETLEN SZAM

ALSO

FELSO

20 érmén a fejdobasok szama

14 kockan (mindegyiken 2 lap piros) a piros lapok szama

13 kartya kozt (melyeket 52-b6l vettiink ki) a kér lapok szama

9 kockan (mindegyikén 1 lap piros) a piros lapok szama

A legkisebb lottdszam

A lottészamok osszege (K=10)

5 kockan dobott szamok Osszege

20 érmedobasban a leghosszabb ,tiszta fej” blokk hossza

VARHATO PONTSZAM

6. feladat. Folytassa az alabbi tablazatot (minden szam a ,felette” allo harom szam Osszege).
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