Elsé feladat. Jelentse a, b, ¢ eqgy hdromszdg oldalainak a hosszdat. Bizonyitsuk be, hogy fenndll a kévetkezd egyen-
lGtlenséy:
a(b—¢)® + b(c — a)® + c(a — b)* + dabe > a® + b° + .

I. megoldas. A bal oldal harmadik és negyedik tagja igy alakithat6 at:
cla — b)® + dabe = c(a + b)°.
Vonjuk le ezutan a bal oldal egyes tagjaibdl a jobb oldal megfelels tagjat, igy a kiilonbség szorzatta alakithato:
a((b— )’ — a®) +b((c— a)® — b*) + c((a+ b)® — ) =
=alb—c—a)b—c+a)+blc—a—-Db)(c—a+b)+cla+b—c)la+b+c)=
= (a+b—c)(ab— ac— a* —bc+ ab — b* + ac + be + ¢?) =
=(a+b—c)(— (a—b)2+02) =(a+b—c)la=b+c)(—a+b+c).
Itt mind a harom tényezd pozitiv, mivel egy haromszog két oldalanak az Gsszege nagyobb a harmadiknal. Ezzel a
feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. A feladat allitasa igy is fogalmazhato: az egyenlGtlenség teljesiilése sziikséges feltétele annak, hogy
a, b, c hosszlisdgu szakaszokbol haromszoget lehessen szerkeszteni.

Ko6nnyen lathato, hogy pozitiv a, b, ¢ szamokra szoritkozva a feltétel elégséges is. Valoban, ha az egyenlStlenség
teljestil, akkor az atalakitassal nyert szorzat pozitiv, tehat vagy mind a harom tényez6 pozitiv, vagy ketts negativ, egy
pozitiv. Az elsé esetben létezik a, b, ¢ oldali haromszog. Ha viszont pl. az elsé két tényezd negativ volna, akkor az
Osszegiik, 2a is, holott a pozitiv. Ez teh&t nem lehetséges.

2. Ha a haromszog egy szakaszt lefeds két szakassza fajul el, akkor a két oldal egyenlévé valik.

II. megoldas. A két oldal kiilonbsége tagokra bontéas utan igy alakithato at:
(1) a(b® +c* —a?) + b(c? + a* — b?) + c(a® + b* — ¢*) — 2abe.

Ez, a haromszog a, b, c-vel szemkozti szogeit, mint szokas, «, [, y-val jeldlve, a cosinustétel alapjan igy alakithaté
tovabb:
2abe(cos o + cos 8+ cosy — 1).

Itt, felhasznélva, hogy o+ 8 + v = 180°, tovabba a konnyen igazolhat6
ety p—

cos ¢ + cos ) = 2 cos 5 cos 5
cos<p—cosw:2sin¢_(psin¢;(p,
cos<p:1—2sin2£
2
bsszefiiggésekeiﬂ
cosoz+cos[3+cos*y:2cosa;—ﬁcosagﬁ+1—2sin2%:
:2cos(90°—§>cos a—p — 2sin? 2+1_

2
—sm<9 a+ﬂ))+1_

—1+251n1<c i — Cos +ﬂ>

=92 L
S (COS

2 2

=1+4sin%sin§sin%.

Ez a kifejezés nagyobb, mint 1, mert «/2, 8/2, «v/2 hegyes szogek, s igy sinusaik pozitivok. Ezzel a feladat allitasat
igazoltuk.

Megjegyzés. Ha (1)-ben —2abc helyett —3abe-t irunk, a kifejezés mar nem lesz pozitiv. Ez volt az 1964. évi VI
Nemzetkozi Matematikai D1akol1mp1a 2. feladatal] Az allitas tetszés szerinti pozitiv a, b, ¢ szdmokra helyes marad,
s6t mindkét oldalhoz 2(a® + b + ¢*)-t adva a szimmetrikusabb

(a®> 4+ b+ *)(a+b+c) <2(a® + b + ) 4 3abe

YLasd pl.: Hack Frigyes: Fiiggvénytablazatok — Matematikai Gsszefiiggések, Tankonyvkiado, Budapest, 1967. 75. old.
2Lasd a feladat megoldasat K.M.L. 31 (1965), 24-25. old.



alak altalanosithat6 a kévetkezé modon: Ha aq,as . .., a, nem-negativ szdmok, akkor

(a?71+a§71+...+a271)(a1 +as+...4ay) <
<(n—=1)(al +af+...+a})+naras...a,.

Ez viszont az 1968. évi Schweitzer Miklos matematikai emlékverseny (egyetemi hallgatok versenye) 2. feladata volt

Masodik feladat. Egy osztdlyban ugyanannyi fid van, mint ldny (legaldbb 4 tanuld). Sorba dllitjuk éket és meg-
nézzik, ketté lehet-e vagni a sort ugy, hogy a kapott részekben is ugyanannyi fid legyen, mint ldny.

Jeloljik a-val az dsszes olyan sorrendeknek a szamdt, amelyekben ilyen kettévdgds nem lehetséges és b-vel azokét,
amelyekben létezik ilyen kettévdgds, de csak egy.

Bizonyitsuk be, hogy b = 2a.

Elegendé a sorrendeknél csak arra tekintettel lenni, hol allnak lanyok, hol fidk, hiszen ha mar ki vannak jeldlve
a ,Janyhelyek” és a ,fiihelyek”, akkor mindig ugyanannyiféleképpen tudjuk elrendezni a lanyokat a lanyhelyeken, és a
lanyok elhelyezésétdl fiiggetleniil ugyanannyiféleképpen a fitkat a fidhelyeken. A megoldasokban ezért csak a fit—lany
sorrendek szaméaval foglalkozunk.

Nevezziik azokat a sorrendeket, amelyek nem vighatok a feladatokban leirt médon ketté, A-tipusuinak, azokat,
amelyeknek egy ilyen kettévagasuk van, B-tipusunak.

I. megoldas. Jeloljiik az els6 helyen all6 tanuldt és a vele egyezd nemieket X-szel, a masik nemi tanuldkat Y-nal.
Ha n lany és n fia van az osztalyban, akkor eszerint n darab X-nek és n darab Y-nak az X-szel kezd6d6 sorrendjeit
kell vizsgalnunk. Minden ilyen sorrendhez a fitknak és lanyoknak két sorrendje tartozik, az egyik, amelyikben X-et
fiinak és Y-t lanynak értelmezziik, és a mésik a forditott értelmezéssel keletkezd.

Egy X-szel kezd6d6 A-tipusu elrendezésben barmely betiiig — az utolsé kivételével — legalabb eggyel tobb X fordul
el6, mint Y, hiszen a két betd el6fordulasszama kozti kiilonbség betirsl bettire haladva eggyel valtozik, tehat ha X-szel
kezdddik a sor, akkor az Y-ok csak tugy keriilhetnének tualstulyba, ha el6z6leg egyenlévé valt volna az X-ek és Y-ok
szama. Ez azonban A-tipusu elrendezésben csak az utolso bettinél kdvetkezhet be.

Egy B-tipusu elrendezés a kettévagasnal két A-tipusira bomlik szét. Ezek koziil az els6 X -szel kezdddik, a masodik
azonban kezdGédhet X-szel is, Y-nal is. Azok, amelyekben a méasodik rész is X-szel kezd6dik, a B-tipusu elrendezések
felét teszik ki, mert ezek mésodik részében felcserélve az X-eket és Y-okat, minden sorrendet megkapunk és mindegyiket
csak egyszer. A feladat allitasat tehat bebizonyitjuk, ha az X-szel kezd6dé A-tipusa elrendezéseket egyértelmien
Osszepéarositjuk az olyan B-tipustiakkal, amelyeknek mindkét A-tipusu része X-szel kezdddik.

Egy kivant hozzarendelés torténhet ugy, hogy a B-tipust elrendezés masodik A-tipusu részének élén allo X-et a
sor legelejére allitjuk.

Ezaltal A-tipust elrendezést kapunk, ugyanis a B-tipusu elrendezés elsé A-tipusa részében, mint lattuk, egy tetszo-
leges betiiig, az utolso kivételével, legalabb eggyel tobb X van, mint Y. Az egész elé téve egy X-et, a masodik betitsl
kezdve tehét legalabb 2-vel tobb X lesz mint Y, egészen amig az elsé A-tipusi rész utols6 betiijéig nem ériink. Ez a
betii a masodik A-tipusi rész elss betiije helyére keriilt. Idaig eggyel tobb az X-ek szama, mint az Y-oké. A tovabbi
bettiket ugyanazok a betik elézik meg, amelyek a B-tipusu elrendezésben megelézték, igy megint tobb X lesz, mint
Y, egészen az utolsé betdig.

A meggondolashbol azt is latjuk, hogy forditva egy A-tipusu sorrendben a masodik olyan betit kell megkeresni,
ameddig eggyel tobb X szerepelﬂ mint Y, és ez utan helyezni a sor elejérdl az elsé X-et. Ezaltal X-szel kezd6ds
sorrendet kapunk, mert ha az A-tipustu elrendezésben az els6 X-et egy Y kovetné, akkor mindjart az utan ketté
lehetne vagni a sorrendet, hiszen legalabb négy betibdl all a sor. Az elsé X elvételével az X-ek és Y-ok szaménak
a kiilonbsége 1-gyel csokken, amig el nem érjiik az athelyezett betd 4 helyét. Mivel az el6tt 1 volt ez a kiilonbség,
most 0-ra csokken, mégpedig itt elGszor. Itt tehat kettévaghato a sorrend, el6bb azonban nem. Tovabb megint az X-ek
lesznek tulsalyban, mig a sor végére nem ériink, hiszen az X 1j helyén tul minden betdig ugyanazok a bettik vannak
a modositott sorrendben is, mint az eredetiben.

Ezzel a kivant parositast elvégeztiik, s igy a feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Jeloljiik a k fia és k lany A-, ill. B-tipust sorrendjeinek szamat ag-val (k > 1), ill. bg-val (k > 2).
Egy B-tipusu elrendezést csak péaros szamua betd utan lehet kettévagni. Az olyan elrendezések szdma, amelyben ez
a 2k-adik betd utan torténik (k = 1,2,...,n — 1)(ax/2) - an—k, mert egy 2k betiibdl allo, X-szel kezd6ds A-tipust
elrendezést kovet egy tetszés szerinti, 2n — 2k bettibsl allo. Igy

ay

bn +a2 + +an—l
— = — Oy — Ay
2 2 1779 2 2

- aq.

A feladatot tehat megoldjuk, ha megmutatjuk, hogy a,, is felirhato a jobb oldal formajaban, vagy 2-vel osztva és ay/2-t
; . e
ay-vel jelolve

! i ! ! i i i
(1) Op = A1 " Qp_y + 0y Gy g+ ...+ 0y Ay,

3Lasd Matematikai Lapok 20 (1969), 150-154. old.
4E16sz6r mindjart az els6 X utan lesz ez a kiilonbség 1.



2. Tuza Zsolt, dolgozataban a kovetkezd probléma kozvetitésével latja be (1) fennallasat:

SHanyféleképpen lehet egy kér (v. barmely konvex zdrt vonal) mentén elhelyezett 2k pontot gy dsszepdrositani, hogy
a pdrokat 0sszekotd hiuroknak ne legyen kozos pontja?”

Megmutatja egyfel6l, hogy a megfelels sszekotések szdma aj, 41+ Az Osszekotd hurok kisebb indexii végpontjahoz
X-et, a nagyobb indextthéz Y-t ir, majd sorra leirja az egymas utdni pontok mellé irt betiiket és az elejére ir még
egy X-et, a végére egy Y-t. Masfell az els6 pontbol induld atlo két zart vonalat képez a korbol. Az egyikre és
a masikra esé pontok kiilon—kiilon egymast nem metsz6 hirokkal vannak osszekotve. (Megegyeziink abban, hogy 0
pont Osszekdtéseinek szaman a) = l-et értiink.) Ez a gondolat elvezet az (1) Osszefiiggés igazolasahoz. A részletek
végiggondolasat az olvaséra bizzuk.

3. A fenti megszamlélasi gondolat megfogalmazhato az A-tipust elrendezések kettébontasaként az 6sszekotési prob-
léma kozbeiktatasa nélkiil, ugyanis az elsd pontbdl indulé hiur végpontjanak az a beti felel meg, amelynél masodszor
csokken az addig eléforduld X-ek és Y-ok szamanak kiilonbsége 1-re. Igy az A-tipust elrendezéseknek a fenti megol-
dasban szereplé atalakitasahoz jutunk, csak ezt most nem a B-tipusu elrendezésekhez valé hozzérendelésre hasznéljuk,
hanem 0Osszeszamlaljuk segitségével az A-tipusu elrendezéseket is ugyantgy, mint fontebb a B-tipustakat. A részletek
végiggondolasat ismét az olvaséra bizzuk.

Ez a meggondolas azt mutatja, hogy az Gsszekdtési probléma szellemes kozbeiktatasa nélkiilozhetd, és tulajdon-
képpen a fenti megoldas egy varidnsaval allunk szemben.

4. Az (1) formula és az a} = 1 kezd§ érték modot ad az al,, s igy egyben az a,,, értékek egymas utani kiszamitésara,
az al,, értékek tgynevezett rekurziv meghatérozasara. Tobben egy mésik rekurziv meghatarozast taléltak:

2
Az Gsszes, n darab X-bdl és n darab Y-bol allo sorozatok szama ( " . Ezek koziil a nem A-tipustiak valamilyen
n
k-ra a 2k-adik betd utan elészor (esetleg azutan még mas helyen is) kettévaghatok ugy, hogy odaig k darab X és k
2n — 2k
darab Y legyen (1 < k <n —1). A vagas el6tti rész A-tipust, az ilyenek szama ag, tovabb a 2n — 2k elem ( " )

n—=k
lehetséges elrendezésének barmelyike allhat. Ebbdl az

@) _(2n 2n — 2 2n —4 2

Ap = n al n—1 a n—29 Ap—1 1
Osszefiiggeés adodik, ami az a3 = 2 kezdd értékkel szintén meghatarozza az a,, értékeket. Kézenfekvs gondolat volna
ezutéan (1)-et teljes indukcioval megprobalni bizonyitani (2) felhasznéalasaval, ez azonban nem vezet eredményre. Tébben

megtalaltak vagy megsejtették a,, meghatarozasat binomidlis egyiitthatok segitségével. Még ennek ismeretében sem
kénnyt bizonyitani az (1) azonossag helyességét, a versenyzoknek nem is sikertilt

Harmadik feladat. Egy 10 km-es oldali négyzet alaki terilet két parhuzamos oldaldn autdut fut. A terileten 4
megfigyeld dllomds van. Ugy kell a négyzet oldalaival parhuzamos szakaszokbol dll6 bekitd utakat épiteni, hogy mindegyik
dllomdsrdl el lehessen kerékpdrozni mindegyik autéuthoz. (Az autdutakon nem szabad kerékpdrozni.)

Bizonyitsuk be, hogy ez megoldhatd legfeljebb 25 km-es ttal barhol vannak is a megfeleld dallomdsok, de révidebbel
nem mindig.

I. megoldas. Fusson a két autout a teriilet északi és déli oldalan, és jeloljiik a megfigyel§ allomasokat nyugatrol
keletre haladva A;, Aa, As, Ag-gyel, a négyzet nyugati hataratol mért tavolsagukat a1, ae, as, as-gyel. Ezek kozott
egyenl6k is lehetnek, ez esetben az alloméasok jelolése tetszbleges. Eszerint a1 < as < ag < ay.

Ha a3 — as < 5 km, akkor épitsiink egy bekotSutat autouttol autoutig As és Az kozott, illetSleg a kettdn keresztiil,
ha as = as, tovabba mindegyik allomastol eddig az utig egy nyugat—keleti bekotGutat. Az elébbi ut hossza 10 km, az
Aq-t6] és Ay-t6l épitett utak Osszhossza ay — a1 < 10 km, az As-t6l és A3-bol épitett utaké as — as > 5 km a feltétel
szerint. Az egész uthalozat hossza tehat legfeljebb 25 km.

Ha as — ag > 5 km, akkor épitsiink egy—egy észak—déli bekotSutat A; és Ag kozt is, meg As és A4 kozott is, ill. a
megfigyelgallomésokon at, ha a1 = as vagy as = a4, tovibba A;1-bdl és As-bdl az elssig, As-bol és A4-bsl a méasodikig
nyugat—keleti bekdtGutakat. Ennek az utrendszernek a hossza

204+ a2 —a1 + a4 —az3 =20+ (ag —a1) — (ag — az) <20+ 10 — 5 = 25 km,

tehat ebben az esetben is van legfeljebb 25 km-es athalézat a kivant tulajdonsagokkal (1. abra a) és b) része).

5A kérdést feladatnak kittizni tervesziik. (Szerk.)
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1. abra

Megmutatjuk, hogy 25 km-nél r6évidebb uthalozattal nem oldhaté meg a feladat, ha pl. a megfigyels dllomasok a
teriilet hataran vannak a délnyugati saroktol északra, az északnyugatitol keletre, az északkeletitsl délre és a délkeletit6l
nyugatra 2,5 — 2,5 km-re. Ebben a sorrendben jeloljiik ket Ay, A, Ay, As-mal.

Egy legrévidebb uthalozat legfeljebb két egymaéssal 6ssze nem fliggs részbdl allhat, mert ha legalabb harombol all,
akkor mar az észak—déli iranya utszakaszok legaldbb 30 km-t tesznek ki. Ha két részbdl all, akkor van legalabb 20 km-
nyi észak—déli szakasza. Ebben az esetben valamelyik rész legalabb két allomast tartalmaz. Ha A;-bdl As-at vagy
Ay-et, vagy Ay4-bil As-t el lehet érni, akkor a nyugat—keleti iranyu szakaszok 6sszesen legalabb 7.5 km-t tesznek ki, ha
pedig A;-b6l As-t, As-bol As-et lehet csak elérni, ehhez tegalabb kétszer 2,5 km-nyi nyugat—keleti irdnyt utszakasz
sziikséges.

Ha végiil mindegyik allomasrol barmelyikre el lehet jutni bekdtGutakon haladva, akkor tekintsiik az uthalézatnak
A1-b8l As-be vezets részét és azt a pontot, ahol ezt Ax-bdl, ill. As-bol elGszor érhetjiik el. Ha A1-bdl indulva elébb az
Ag felé vezetd elagazast érjiik el, akkor van az uthalézatnak egy Ap, Ao kozti és egy As, Ay kozti része, amelyeknek
nincs kozos pontja; ezeknek legalabb 7,5-7,5 km-nyi észak—déli szakasza van, az egész haloézat nyugat—keleti szakaszai
viszont legalabb 10 km-t tesznek ki. Ha viszont az As-ba vezets elagazast érjiik el el6bb, vagy négyes ttkeresztez&dés
van, akkor A;, As és As, Ay kOzt van olyan Osszekottetés, amelyeknek legfeljebb egy k6zOs pontja van, és egész
hasonléan lathato, hogy ekkor legalabb 15 km-nyi nyugat—keleti és 10 km-nyi észak—déli utszakasz van (2. abra a) és
b) része). — Evvel a feladatot teljes egészében megoldottuk.
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2. dbra

Megjegyzés. A megoldés els6 része mutatja, hogy 25 km-nél révidebb utrendszer is van, ha A; és A4 nem a teriilet
nyugati és keleti hatdrvonalan van, és akkor is, ha ag — a2 nem éppen 5 km. A megoldas ezen részében szerepld elsé
utrendszerhez hasonld szerkeszthetd az észak—déli és nyugat—keleti irdny szerepének megcserélésével is, ami bizonyos
feltételek mellett ismét 25 km-nél nem hosszabb utrendszert szolgéltat. Ebb&l tovabbi sziikséges feltételek lesznek
leolvashatok.



Epitsiink egy n nyugat-keleti utat az egész teriileten at, amelyikt6l két megfigyels allomas északra van, kettd
deélre (esetleg két allomason athalad, a masik kett6t elvalasztja, vagy legalabb harom &llomason athalad). Ezutan a
legészakibb allomason vagy az ilyenek egyikén at az északi autéattol, a legdélibb alloméason vagy azok egyikén at a
deéli autouttol n-ig észak—déli bekotGutat épitiink és a masik két allomastol n-ig szintén (3. abra). Ha az utolso6 két ut
hossza bs és by, akkor az egész tGtrendszeré 20 + b3 + by, és ez kisebb, mint 25 km, ha bs + by < 5 km.

3. abra

Ha az n-en keletkez6 északi elagazasok és déli eldgazasok nem valasztjak el egymast, akkor az athalozat hossza
20 km-re csokkenthets. Mozditsuk el ugyanis n-nek a nyugati hatartol a masodik elagazasig terjeds részét arra, amerre
az elagazasok vezetnek a kozelebbi &llomésig, és hasonléan moédositsuk a harmadik elagazastol a teriilet hataraig terjeds
részét is. Az 4j utrendszer legfoljebb 20 km hosszu (4. abra).

4. abra

Azt kaptuk tehat, hogy csak akkor nem elegendd 25 km-nél rovidebb uthalézat, ha a kovetkezd feltételek teljestilnek:

a) A teriilet nyugati és keleti hatara mentén is legyen megfigyelGallomas;

b) a teriiletet egy észak—déli és egy kelet—nyugati vonallal felosztva ugy, hogy két allomas a vonaltdl ne fekiidjéek
keletre, a masik kett6 ne nyugatra és hasonléan a mésik vonaltol kettd ne fekiidjék délre, a masik kett6 ne északra,
akkor a keletkez6 négy téglalap egyike se tartalmazzon a belsejében és hataran egynél tobb allomast;

c¢) az emlitett kelet-nyugati vonalhoz két oldalrél legkozelebb es6 allomés e vonaltdl vett tavolsagénak Osszege
éppen 5 km legyen;

d) az észak—déli vonal két oldalan a legkozelebbi allomésok tavolsagénak Gsszege legalabb 5 km legyen.

A fenti megoldas masodik részének gondolatmenetével belathatd, hogy ha mind a négy feltétel teljesiil, akkor
sziikség is van mindig 25 km-es athalozatra.

II. megoldas. Két uthalozatot terveziink és utdlag valasztjuk ki a kedvezébbet. Az egyiknek két észak—déli utsza-
kasza lesz a teriilet két hataran, a masiknak egy a teriilet kozépvonala mentén. (Az 5. abran az els6 athalézat folytonos,
a masodik pontozott vonallal van rajzolva.) Ezutan minden megfigyelGallomastol kelet—nyugati utat épitiink a tertilet
kozelebbi hataraig, ill. a kézépvonalig (a kbzépvonalra es6 esetleges alloméastol tetszés szerint az egyik hatarig). Vilagos,
hogy a pontozott ttrendszeren is el lehet jutni minden alloméastol barmelyik autoutig, a (két részbdél allo) folytonosan
kihdzott Gtrendszer mentén is.



5. abra

A két uthalozat egyiitt 30 km észak—déli és négyszer 5 km kelet—nyugati utszakaszbol all, tehat 50 km hossza, igy
legalabb az egyik legfeljebb 25 km-es. Ez (illet6leg barmelyik, ha a ketts egyenls hossza) kielégiti a feladat kovetelmé-
nyeit.

Sziikség van legalabb 25 km-nyi dthalozatra, ha pl. az A; és Ay megfigyel§ allomés a teriilet északnyugati és
északkeleti sarkdban van, A, és As pedig a déli Gt mentén, a nyugati, ill. keleti hatartol 2,5-2,5 km-re.

Vizsgéljuk elGszor egy, a feltételeket kielégité bekots-tutrendszer észak—déli utszakaszait. Ez Osszesen véges sza-
mu utszakasz, egy tetszés szerinti kelet—nyugati egyenes ezeket véges szamu pontban metszi; legalabb egyben, mert
ellenkezG esetben volna olyan kelet—nyugati egyenes, amelyen nem lehetne atjutni az északi uttol a déli felé.

Minden nyugat—keleti egyenes elsé ilyen metszéspontjat véve, ezek véges sok ttszakaszt futnak be, amelyek Ossz-
hossza 10 km (6. dbra). Hasonl6an, ha minden nyugat—keleti egyenes legalabb két vagy harom észak—deéli utszakaszt
metsz, akkor a metszéspontok legalabb 20, ill. 30 km-nyi észak—déli utszakaszon futnak végig.

6. dbra

Az olyan utrendszerek kedvezstlenek, amelyeknél mindegyik egyenes legalabb 3 metszéspontot szolgaltat. Ha mind-
egyik egyenesen van legaldbb 2 metszéspont, de tobb nem mindegyiken, akkor szemeljiink ki egy egyenest, amelyen
két metszéspont van. Mindegyik megfigyels allomastol el kell tudni jutni valamelyik metszésponthoz, hogy eljuthas-
sunk a nyugat—keleti vonal masik oldalan levs autduthoz. Ha A;-bél és As-bol vagy As-bol és A4-bdl ugyanahhoz a
metszésponthoz lehet eljutni, akkor a megfelel§ két allomas kozt van egy olyan ttrész, amelyiknek legaldbb 7,5 km-nyi
nyugat—keleti szakasza van (7a abra, szaggatott vonal); ha pedig A; és As-bol az egyik metszéspont érhetd el, As, és
Ay-b8l a masik, akkor van kétszer 2,5 km-nyi nyugat—keleti ttszakasz (7a. abra, pontozott vonal), és mindkét esetben
legalabb 20 km Osszhosszu észak—déli utszakaszok, mint lattuk.

Ha végiil van olyan nyugat—keleti egyenes, amelyiken csak egy metszéspont van, akkor egy ilyen metszésponthoz
mindegyik allomasrol el lehet jutni (7b. dbra). Ekkor azonban az uthatézatnak az egyenestol északra esd része legalabb
10 km-nyi nyugat—keleti Gtszakaszt tartalmaz, a déli része legaldbb 5 km-nyit, ehhez jarul legalabb 10 km-nyi észak—
déli atszakasz. Mindig sziikség van tehat legalabb 25 km-es uthéalézatra.



10 km

7. abra

Megjegyzések. 1. A megoldas els6 részének gondolatmenete Hangya Laszlé megoldasa. Ez alkalmas sok tovabbi
felmeriils kérdés megvalaszolaséra is.

Ha pl. 4 helyett 5 vagy 6 megfigyelGalloméas van a teriileten, akkor a fenti médon megszerkesztett két athélozat
Osszhossza 55, ill. 60 km lesz, igy legfeljebb 27,5, ill. 30 km hosszt uthalozattal megoldhato a feladat.

2. Ugyanesak 30 km-t ad korlatul 6 pont esetén a gondolat kovetkezs modositott alkalmazésa is. Osszuk a teriiletet
4 észak—déli uttal 3 egyenls széles részre és mindegyik megfigyel6 allomastol az 6t kozrefogod két utig épitiink mersleges
bekdtGutat. Minden masodik észak—déli it a ra meréleges, csatlakozo utszakaszokkal alkotja az egyik ttrendszert, a
kimaradok a mésikat. A két utrendszer Gsszhosszara igy

1
4~10+6~§O:60km

adodik, mint az el6bbi esetben is.

Nem nehéz belatni, hogy legalabb 30 km-nyi ttra sziikség is van, ha a megfigyel6 dllomasok pl. a teriilet két atmenti
oldalanak kozepén és két szélén vannak.

3. 5 allomas esetén van mindig 27,5 km-nél rovidebb athalozat is. A legjobb korlat megkeresését feladatul hagyom.

4. Hasonlé okoskodassal, alkalmasan valasztva azt is, hogy hany savra osztjuk a teriiletet, n pont esetén (2\/5 +
1) -5 km, ill. annal kevéssel nagyobb fels§ korlat adodik a sziikséges uthalézat hosszara.



