Az elsé fordulo feladatai
I. kategoria

Bizonyitsa be, hogy a

\/a2+b2—|—\/02+d2:\/(a+d)2+(b+c)2

egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha ac = bd.

2. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet:
dsinx +3  3cosz+4

dcosz+3 3sinz+4°

3. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet a pozitiv szamok korében:

1
x+;=—y2+6y—7.

4. Az ABC haromszog o szogének szogfelezGje az A; pontban metszi a szemkozti oldalt. Bizonyitsuk be, hogy
(AA))? = AB-AC — A1B - A,C.

5. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre n — 1990 és n + 1990 teljes négyzetek?

6. Egy rombusz oldaldnak hossza 6 egység, egyik szoge 30°. Rajzoljunk a rombusz minden oldala folé kifelé négy-
zetet. Mekkora lesz a négyzetek kozéppontjai altal meghatarozott négyszog teriilete?

II. kategoria

1. Hany olyan 6tjegyt szam van, amelyben minden el6fordul6 szamjegy legalabb kétszer szerepel?

2. Egy ABC hegyesszogii haromszog C' csicsa egyenls tavol van a magassagponttol és a haromszog koré irt kor
kozéppontjatol. Mekkora az AC B sz0g?

3. Oldjuk meg a kovetkezs egyenlStlenséget:

(2sinz +1)(tgz —1) <2; (0<z<m).
4. Legyen § az a sz0g, amelyet egy derékszogl haromszogben az egyik befogohoz tartozo stlyvonal és az atfogd
1
zarnak be. Bizonyitsuk be, hogy sind < 3
5. Az (ay) sorozatot a kévetkez6 modon definialjuk:

ap =k  (pozitiv egész),

Gnp 2
> ha a,, péros,
Ap+1 =

an +5, ha a, paratlan.

Mely k pozitiv egészekre igaz, hogy 1 el6fordul az (a,) sorozat tagjai kozott?
III. kategoria
1. Bizonyitsuk be, hogy

sin® % + 3sin® % +... 4+ 3" sin? 3% = i (3"5111% — sina) .

2. Van-e az 22 + 2y + y* = 2 egyenletnek racionalis szamokboél all6 megoldasa?

3. Legyen ¢ az a sz0g, amelyet egy derékszogi haromszogben az egyik befogdhoz tartozo stulyvonal és az atfogd
zarnak be. Bizonyitsuk be, hogy sind < 1/3.

4. Antal 100 gyufasdobozt megszidmoz 1-t61 100-ig, és mindegyikbe tetszés szerinti szamu gyufat tesz. Bea tetsz6le-
gesen kivalaszt 15 dobozt, erre Antal megszamolja a benniik 1év6 gyufakat (agy, hogy Bea ezt ne lassa), és megmondja,
hogy a 15 dobozban egyiittesen paros vagy paratlan szamu gyufa van. Bea ezt a kérdezési lépést akarhanyszor megis-
mételheti. Ki tudja-e Bea talalni, hogy az 1-es szamu dobozban paros vagy paratlan sok gyufa van, és ha igen, akkor
mi az ehhez sziikséges minimalis 1épésszam?

5. Legyen
1+ a?ﬁl 1
ap=1 és ap="—"—6 (n=1,2,...).
an—1
Bizonyitsuk be, hogy
T
Ay >



A masodik (dontd) forduld feladatai
I. kategoéria
(Szakkozépiskoldk tanuldi szdmdra)
1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkez6 egyenletrendszert:

ry+az= 88—z

wy +yz =12 —y*

yz 4 2o = —4 — 22

2. Jelolje d az ABC hegyesszogi haromszog A csicsan atmend egyenest. Legyen a B, illetve a C csucs vetiilete a
d egyenesen B', illetve C’. A d egyenes mely helyzetében lesz a BB’ + CC’ 6sszeg maximalis?
3. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ oldalt haromszog keriilete 2 egység, akkor

a? 4+ b2 4 2 + 2abe < 2.

II. kategoria

(A gimndziumok II1., IV. osztdlyos tanuldi szamdra,
kivéve a specidlis matematika tanterv szerint tanuldkat)

1. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szdmhoz taladlhat6 olyan k pozitiv egész, hogy az
Snk)=n+n+1)+n+2)+...+(n+k—-1)

Osszeg négyzetszam.

2. Adott a sikon a T teriiletd A; As ... A, sokszog, a P pont és az « szog, melyre 0 < o < 180°. Jeldlje a P pontnak
az A; koriili pozitiv a szogi elforgatottjat P;. Mekkora a Py Ps ... P, sokszog teriilete?

3. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan pozitiv egész m kitevs, melyre 21990|1989m — 1, (azaz 1989™ — 1 oszthato
2199 nel). Adjuk meg a legkisebb ilyen pozitiv egész kitevét.

III. kategoria
(A gimndziumok specidlis matemnatika tanterv szerint tanuld didkjai szdmdra)

1. Bergengo6ciaban minden ember (egymésra valo tekintet nélkiil) p valoszintséggel (0 < p < 1) hazudik, csak két
kivétel van: az Elnok és a Radioriporter, akik torténetesen megbizhatdak. Az Elnok elhatarozza, hogy ismét indul a
valasztasokon, és ezt kozli az els6 emberrel, aki tovabbadja a hirt a kdvetkezé embernek, ..., végiil az n-edik ember
elmondja a hirt a Radioriporternek. (Az n ember kozott nem szerepel az Elnok, sem a Radioriporter.) n = 19 vagy
n = 20 esetén valdésziniibb, hogy a Radiériporter a valédi dontést kozvetiti?

2. Az AB hiarhoz az dbra szerint egy korivet rajzolunk.

M

Ve N

B8

A koriv két rogzitett pontja C' és D. Az M pont a koriv CD ivén mozog. Az M A és M B szakaszoknak a CD-vel
valé metszéspontjai S és T'. Adj szerkesztési eljarast annak az M pontnak a meghatarozasara, amely esetében az ST
szakasz a lehet6 leghosszabb.

3. Négyzetorszag uthaldzata 100 ,yizszintes” és 100 ,fliggbleges” egyenesbdl allo négyzetracs. A 10000 racspontot,
amelyek az orszag varosai, valahogyan megszamozzuk 1-t6l 10000-ig. A racs egy kis négyzetének oldalhossza egy
szupermérfold. Valaki 10 000 nap alatt beautdzza az orszagot a kovetkezSképpen. Az els6 napon elindul az 1-es varosbol
és a legrovidebb (yizszintes” és ,fiiggbleges”) uton eljut a 2-esbe. A méasodik napon ugyantugy elautézik a 2-esbél a
harmasba stb. Végiil a 10 000-ik napon visszatér a 10 000-esb6l az 1-esbe. Maximalisan hany szupermérfoldet tehetett
meg, ha a varosok minden lehetséges megszamozasat figyelembe vessziik?



