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1. (2)-ben v = v2-vel o = 3 + V2 (< 3) is megfelels, ez (3)-hoz hasonléan igazolhato.

Felvet6dik a kérdés, hogy (2)-ben o meddig csokkenthets. Kénnyen lathato, hogy ha valamilyen a-hoz létezik a
(2)-t kielégits «, akkor olyan ~ is létezik, amely a [0; 1] intervallumba esik (v ugyanis pontosan akkor megfelels a-hoz,
ha {7} is az).

Az is latszik, hogy a rogzitett ¢ (> 0) nevezs esetén (2)-nek elegendd teljesiilnie arra a b tortre, amelyik a lehetd
q
legjobban megkozeliti a v-t.

0
Feltehetjiik, hogy 0 < v < 1, azaz — < v < 2, vagyis L) feltehetd, hogy a [0; 1] intervallumba esik.

Ezek szerint pontosan azokhoz az a-khoz létezik ,,jo" ~y, amelyekre a
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alakd nyilt intervallumok 0 < p < ¢, 0 < ¢, p és ¢ egészek) nem fedik be a [0;1)-et. (Természetesen itt a [0;1)
1 1

intervallum helyett [0; 1]-et is irhatunk, mert az [ 1 — — 1+ —) feddintervallum tartalmazza az 1-et.)
« «

A kérdés tehat az, hogy milyen kicsi lehet az «a, ha

p_1 p 1
(5a) 0;1] ¢ U (——F; _+F)’
pein N4 ¢’ g aq

0<p<q#0

illetve kontraponalva, milyen nagy lehet az «, ha

1 1
(5b) o:1c | (9——2;9+—2).
peon N4 ad®q aq
0<p<q#0

Az (5a)-t, ill. az (5b)-t kielégits (pozitiv) a-k egy-egy I, ill. I, intervallumot alkotnak ugy, hogy I,NI, =0, I, UIl, =
(0, +00) és

sup Iy = inf I, = h.
Nyilvan (0;h) C Iy, (h;+00) C I,.

o h
' — — ...

I, I,

Egyszertien adodik, hogy 2,5 < h, azaz 2,5 € I,. Ehhez azt kell csak megmutatnunk, hogy o = 2,5 esetén (5b)
teljesiil, amit pedig igazol a

0;1] = [0;0,4) U {0,4} U (0,4;0,6) U {0,6} U (0,6;1] C
C<_L. L>U<i_;. i+;>u
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p,qEN
0<p<q#0
relacio.
Ezek szerint (2)-ben o < 2,5 mar nem lehetséges
3+V5 Vvh—1
Most példat adok o = ~ 2,618-ra. Legyen v = — azt fogjuk belatni, hogy
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Mivel 0 < v < 1, ezért az el6z6ek alapjan (6)-ban feltehetjiik, hogy 0 < P <1.
q

—vh—-1
\/_f. Ekkor ~v és ¥ az

Jelolje 7 a v algebrai konjugaltjat: 7 =
4 —-1=0
egyenlet gyokei, és ezért tetszbleges x szamra
P tr—1=(z-7) (x-7)
Emiatt
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q q

A bal oldalon 0 < b <1 alapjan
q
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a jobb oldalon pedig |p* + pq — ¢*| > 1, hiszen |p® + pq — ¢*| = 0 esetén a bal oldal egyik tényezsje eltiinne, ami
lehetetlen, mert ~ és 7 irracionélisak. Igy

i
o= =72

1
q 2’

q
azaz

q oq
amit bizonyitani akartunk.

Levezetésiinkbdl az is kideriil, hogy (6)-ban pontosan akkor érvényes az egyenlség, ha p =1 és ¢ = 1.

V5 +3
2

A (2)-t kielégit6 a-k also hatara — h — tehat a [2, 5; | intervallumba esik.

2. El6z6 megjegyzésiink szerint tudunk olyan (xj) sorozatot késziteni, amelyre a 8 =

\/54+ 3 ~ 1,309 korlattal
(7) [zl < B, & mi—al-li—gl =21
teljesiil. Itt is jo kérdés az, hogy milyen kicsi lehet a .
Megmutatjuk, hogy 1 < ; azaz § < 1 méar nem lehetséges.
Legyen (z1) egy, a (7)-et kielégits sorozat, és tegyiik fel, hogy az 49,1, ...,%, € N indexekre
(=8 <) @ip <1 < ... < Ty (<P).
Ekkor (7) szerint

n

28 > Tin — Tio = Z(xls -z ) > i 1
s=1

o—1 |7fs - is—1| ,
tehat

(8) S R )

|Zn - 'Ln71| |'Ln71 - Zn72| |21 - Z0|
Ha most xg, =1, 2, T3 és x4 lehetséges nagysagbeli sorrendjeit vizsgaljuk, akkor — nem tilsdgosan nehéz ellenérizni
a) vagy van harom olyan 0 < i, i1, i2 < 4 index, hogy z;, < x;, < T;,, és

1 1
lin —io| =1, |iz —i1] = 1, tehat (8) alapjan 2 = I+ 1< 20, vagy pedig
b) van 4 olyan 0 < ig, i1, i2, i3 <4 index, hogy z;, < x;, < xi, < Ty, €8

1 1 1
|i1—i0|:2, |i2—i1|:1, |i3—i2|:2,vagyis (8) alapjén2:§+i+§<2[3



Mindenképpen teljesiil tehat a 2 < 23, 1 < 8 egyenlGtlenség.

V543

intervallumban van valahol.

Ezek szerint a (7)-ben lehetséges -k alsé hatara az ll;

3. Lattuk, hogy a > 1 esetén létezik olyan korlatos (zy) sorozat (|zx| < §), amelyre
(9) i — @] i — 4" =1

teljesiil minden ¢ # j természetes szampéar esetén. Megmutatjuk, hogy a < 1 esetén ilyen sorozat nem létezik.

Tegyiik fel ugyanis, hogy allitasunkkal ellentétben az () sorozatra |zx| < 8 és (9) teljesiil. A sorozat korlatos
volta miatt vannak egymaéashoz tetszGlegesen kozel 16v6 elemek, tehat van olyan i # j természetes szampéar, amelyre
|z; — ;| < 1 teljesiil, és ekkor (9)-bdl |i — j|* > 1, vagyis a < 0 semmiképpen nem lehetséges. A tovabbiakban legyen
tehat 0 < a < 1. Tekintsiik az xg, 1, ..., z, elemek nagysagbeli sorrendjét:

Tiy < Tjy <...<Xy,,

ahol (ig, i1, ...,in) a (0, 1, ..., n) elemek egy permutécioja. Ekkor (8)-hoz hasonléan (9)-bél
(10) > lis —isa| ™" < 28.
s=1

Mivel 0 < i4,i5—1 < m,ezért 1 <|is —is—1| <n (s=1,2,...,n), vagyis

—a

|is - is—ll_a >n )

hiszen 0 < a miatt az x — 2~ ° fliggvény szigortan csokkend. Ezt (10)-zel egybevetve

n

n
28 > Z lis —is—1]|7" > Znid =n-n *=n'""
s=1

s=1
Azt kaptuk tehét, hogy tetszéleges n természetes szamra
28 > nl™?,

ami ellentmondas, mert 0 < 1 — a miatt a jobb oldal minden hataron til né. Ezzel allitdsunkat belattuk.

Eredményeinket a kovetkezSképpen foglalhatjuk Gssze.

a) Ha a > 1, akkor létezik olyan (zj) sorozat, amelyre valamilyen 0 < 8 korlattal |zx| < 8 (k= 0,1,...), tovabba
i#7j (1,7 € N) esetén |x; — ;| - |i — j|* > 1 teljesiil

b) Ha a < 1, akkor ilyen sorozat nem létezik.

¢) Az a = 1-re megadott sorozat minden a > 1-re megfelels, a = 1-re meg tudunk adni olyan sorozatot, amelynek
vb+3

4

korlatja = (= 1,309).

)
Fent kozolt modszeriinkkel 5 < — (= 1,25) mar nem érhetd el.

Nincs olyan sorozat, amelynek korlatja 6 < 1 lenne.

3. .
kozott.

Kérdés, hogy hol a hatar az 1 és a



