Az érettségi-felvételi feladatok és vizsgak sajatos helyet foglalnak el a matematikin, de még az iskolai matematikan
beliil is. A feladatok Gsszeallitoi igyekeznek minden eshetGségre gondolva vildgosan és egyértelmiien fogalmazni. A je-
16ltek a tanultak alapjan értelmezik a feladatok szovegét és 6ntik formaba a megoldasaikat. A javitok végiil gondosan
kidolgozott részletes itmutat6 alapjan végzik a munkajukat.

A legjobb szandékok ellenére is olykor homokszemek keriilnek ennek a gépezetnek a fogaskerekei kzé. Nem lehet
minden helyzetre kiterjed§ szabalyzatot késziteni, olykor rogtonozni kell, amikor is a tudason tal a tapasztalat, a
konvenciok, a szokasok és az iratlan szabalyok segitenek.

Ezeket a kérdéseket jarja koriil Kdntor Sdndor, aki sok év tapasztalatdval a hata mogott fejti ki gondolatait.
Véleményét ne tekintsék hivatalos allispontnak és a KoMaL szerkeszt6i sem feltétleniil gondolkodnak igy. O igy
latja ezt a kérdéskort és a leirtakat tartja a legfontosabbnak. Gondolatébreszts cikkét vitainditonak is szanjuk és a
hozzaszolasokat alkalomadtan szivesen kozoljiik.

T6bb, mint harom évtizede kozos a felvételi és az érettségi irasbeli matematika vizsga. Ennek feladatsorai — és kii-
16ndsen a hozzajuk tartozo javitasi ttmutatok (a hivatalos megoldasok) — sok problémat hoztak felszinre a matematika
kozépiskolai oktatasaban.

A problémdk egyik része a feladatszoveg értelmezésével, és ebbdl adddoan a megoldds helyességének elbirdldsdval
kapcsolatos.

Kozhelynek ttinik, mégis hangsulyozni kell, hogy egy feladatot csak akkor tudunk megoldani, ha pontosan tudjuk,
hogy mi a feladat. Eppen ezért részletesen kell foglalkoznunk a feladatszévegek elemzésével.

A feladat szévegének a kéznapi nyelv szerinti értelmezése gyakran eltér attél, amit a feladat ténylegesen megkivdn.

Talan a legnagyobb eltérés a matematikai és a koznapi értelmezés kozott a ,szerkessze meg ...”7 tipustu szoveg
esetén van. Ez ugyan nemigen fordul el6 felvételi feladatokban, de a kozépiskolai gyakorlatban igen, ezért ott jol
el lehet magyarazni az ilyen feladatokon keresztiil a szdvegelemzés fontossagat és problémait. Ilyen szoveg ugyanis
egyaltalan nem kivanja meg a kdrzGvel-vonalzéval valo tényleges szerkesztést, de le kell irni a szerkesztés menetét, be
kell bizonyitani, hogy az valoban a keresett alakzatot adja, és diszkussziot is kell (talan) végezni.

Masik példaként vehetjik, hogy a matematikai feladatok szévege nagyon sok esetben csak értelemszerd kiegészité-
sekkel egyiitt haszndlhato.

Ez a kiegészités természetesen csak akkor gond, ha a feladat kitiz6i, a megoldé didkok, a javité tanarok més és
méas modon egészitik ki a szoveget. A felvételi feladatok és megoldéasok tipikus probléméja ez, mert ott éppen ezek a
szemeélyek (kitiz6, megoldd, javito) nem cserélték ki elgondolasaikat a lehetséges kiegészitési valtozatokrol. Ugyanakkor
minden kis részlet pontot ér, az iratlan szabalyok, konvenciok alkalmazasa kiilonb6z6 értelmezésekhez vezethet, ha nem
is feltétleniil a feladat egészét illetSen, de a részletekben igen gyakran.

Nem szerencsés egy feladat szovegezése, ha lényegesen ki kell egésziteni. Csak nemrégen, 2003-ban, a probafelvételi
példak kozott is volt ilyen, mindjart két vonatkozasban is. N6k szama és sziilések szdma alapjan a sziiletett gyerekek
szamét kellett megadni. A példaszovegbdl kimaradt az az egyaltalan nem nyilvanvalo kiegészités, hogy ikersziilésektdl
tekintsenek el, és azt is tételezzék fel, hogy egy né egy évben nem sziil egynél t6bbszor.

Harmadik problémaként szolunk arrdl, hogy a feladat szévegében mindig vannak nyilt és rejtett informdciok a meg-
olddshoz.

A nyilt informéciok torzitasmentes atvétele és a rejtett informéciok felismerése érdekében a megoldés soran célszeri
tObbszor visszatérni a feladat szovegéhez.

A konkrét témakorokben részletesen megvizsgéaljuk a témakdrre jellemz6 feladatszovegeket.

A szovegértelmezési problémék elemzésére azért is szitkség van, mert a felkészit6 tanar id6 és tapasztalat hianyaban
a problémak matematikai vonatkozasainak elemzése helyett receptet prébél adni a didknak. Ha megkérdezziik a didkot,
hogy miért Ggy csinalja, amit csinal, akkor matematikai magyarazat helyett azt valaszolja, hogy ,igy szoktuk csinalni”.

A problémdk mdsik része abbdl szdrmazik, hogy a feladat témdja szokatlan, vagy a megoldds mddszere, logikdja eltér
a kézépiskoldban szokdsostol.

Az ilyen problémék megoldasidhoz a felvételire késziilg didknak ismerni kell a pontos definiciét, és sok madszert.

Kiilonosen a modszerek jelentGségét hangstulyozom. Ezek utalnak a megoldasok logikai szerkezetére, lényeges része-
ire. Minden megoldéasnak van két-harom lényeges mozzanata, ezeken nyugszik a megoldas. Ha ezt vilagosan kiemeli a
megoldo, akkor a részletek jelenGsége eltorpiil, a javito latja, hogy a megoldé uralja az anyagot, tudja a matematikat.

Ebben a cikkben a leginkdbb vitatott anyagrészekbdl hozok példdkat azokra az ismeretekre (mddszerekre és elvdrdsok-
ra), amelyek segithetnek didknak és tandrnak, akdrmilyen konvencid szerint készil is a hivatalos feladatmegoldds, és
akkor is, ha szokatlan a feladat.

Lefrok olyan matematikai elemzéseket, amelyek alapjan nemcsak meg lehet oldani a feladatot, hanem meg is lehet
indokolni a feladat megoldasanak helyességét, az egyes recepteket is. Ezeket az ismereteket anyagrészek szerint, felvételi
feladatokhoz kotve targyalom, a feladat kitiizésének évszamat is feltiintetve. Az elemzés soran nem a didkok dolgo-
zataibol, hanem a hivatalos megoldasokbol idézek olyan részleteket, amelyek a tisztézatlan konvencidk, a kiilénbo6z6
elépzelések miatt szinte hibanak mindsiilnek.



Ezekr6l a problémakrol részletesebben és alaposabban, minden anyagrészt érintve és tobb példat felhozva egy kis
konyvet irtam Mddszerek és elvdrasok a matematika érettségi-felvételi feladatok megolddsdhoz cimen.

Fiiggvények: értelmezési tartomany, értékkészlet, szélsGérték

1. feladat (1992). Allapitsa meg a valds szimok halmazinak azt a leghbvebb részhalmazdt, amelyen az aldbbi
kifejezések értelmezhetdk! Adja meg a kifejezések legnagyobb és legkisebb értékét!

a) log,0,5%"® b) V1 -—sin’z ¢) (logy 0,55™*) (V1 —sin®z).

Megoldas.
a) log, 0,5°% = log, <§) = log, 27 5"% = _sinz,

ezért minden valos x-re értelmezhetd a kifejezés (Dy = R), legnagyobb értéke 1, legkisebb értéke —1.

b) V1 —sin®z = Vcos? x = |cos x|,

ezért minden valos z-re értelmezhets a kifejezés (D = R), legnagyobb értéke 1, legkisebb értéke 0.

c) (log, 0,5 %) (V1 —sin®z ) = — sinz| cos |,

ezért minden valos z-re értelmezhetd a kifejezés (D = R).

1 1 1
A fiiggvény alakja cosz > 0 esetén —3 sin 2z, cosx < 0 esetén 3 sin 2z, tehat értéke legfeljebb 3 és legalabb —5
1 1
Mivel ezeket az értékeket fel is veszi (pl. —%—nél, illetve g—nél), ezért minimuma —3 és maximuma 3

Megjegyzések. 1. Nem szérszalhasogatas, de sok hasonlé feladatban kiirjak, hogy a harom fiiggvényt kiilon-kiilon
kell vizsgalni.

2. A hivatalos megoldasban az a) és a b) részhez még azt is hozzaftizték, hogy ,¢s ezeket (t.i. a legnagyobb és a
a kiegészités felesleges. Ha tudjuk, hogy van szélsGérték, akkor azt fel is veszi a fiiggvény, mert a szélsGérték mindig
fiiggvényérték.

Féls viszont, hogy ilyen szoveg utdn még a tandr is elbizonytalanodik. A dolgozatjavitaskor a kiegészités hianyaban
pontot von le, a felkészitéskor pedig azt mondja, hogy ,a biztonsag kedvéért irjuk oda.”

3. Itt szélunk részletesen az értelmezési tartomany vizsgélatdnak problémairél. Tiltassal is és igenléssel is fogal-
mazhatunk szamos, az értelmezési tartoményra vonatkozé korlatozast, példaul:

— négyzetgyok alatti kifejezés nem lehet negativ,
— nagyobb vagy egyenld nullanal;

— logaritméaland6 mennyiség nem lehet negativ vagy nulla,
— pozitivnak kell lennie;

— logaritmus alapja nem lehet sem negativ, sem nulla, sem 1,
— pozitivnak és 1-t6l kiilonb6z6nek kell lennie.

A legtobb ilyen feladatban egy fliggvény értelmezési tartomanyat, tehat egy halmazt kell megadni (megallapitani,
meghatarozni). A hivatalos megoldas sokszor beéri annyival, hogy a komplementerhalmazt adja meg, tehat azt, hogy
mi nem eleme a halmaznak.

Azt ajanlom, hogy ha egy halmaz megadasat kéri a feladat, akkor a kérdéshez igazodva valaszoljunk, és batran
hasznaljuk a halmazok megadasanak ismert, bar a kozépiskoldban ritkan alkalmazott jelolésrendszerét.

2. feladat (1999). Hatdrozza meg a 4x — 3y + 8z kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét, ha az x, y, z olyan
nemnegativ valds szamok, amelyekre teljestilnek az aldbbi egyenldségek:

dr+y+42=3 és 3xr+6y—4z=4.



Megoldas. A két egyenlGséghbdl Gsszeadassal 7x + Ty = 7, ebbdl y = 1 — x adodik.

2—3x

Ezt az els6 egyenletbe irva és rendezve: z =

Ezek felhasznalasaval a vizsgalt kifejezés értéke: 4o — 3y + 8z == + 1.

Mivel 0 < z és 0 < z, ezért sziikséges, hogy 0 < x < ; legyen. Ezekre az = értékekre y = 1 —x > 0 is teljestil, tehat
ezekre az értékekre kell megnézni a kifejezésnek, az x + 1-nek, a legkisebb és a legnagyobb értékét.

Az pedig mar nyilvanvald, hogy ennek a kifejezésnek legkisebb értéke 1, legnagyobb értéke g (Nem kérdezték, de
;, Y= %, z2=0.)

Megjegyzés. Vigyazni kell arra, hogy ne tévessziik 6ssze a korlatot és a szélsGértéket, amint azt a hivatalos megoldas
és egyes konyvek megtették.

1
megadhatjuk, hogy az el6bbit akkor veszi f6l, ha x =0,y =1, z = 37 utoébbit pedig akkor, ha = =

Algebrai egyenletek és egyenletrendszerek

Ez a témakor annyira vitatott, hogy sok dolgot mar a feladatok megoldasa el6tt megtargyalunk. Emlékeztetiink

Két egyenlet ekvivalens, ha értelmezési tartomanyaik is és gyokeik is megegyeznek.

Egy egyenletnek kivetkezménye egy mdsik egyenlet, ha az elsé egyenlet értelmezési tartomanyédnak minden eleme
a masodik egyenlet értelmezési tartomanyéanak is eleme, és az elsé egyenlet minden gyoke a masodik egyenletnek is
gyoke. Roviden: kdvetkezményesek.

Evtizedek 6ta nem tisztazodott, hogy mit jelent az ,Oldja meg (a valés szamok halmazan) az alabbi egyenletet!”
szoveg, hogy mit tekintenek kifogastalan megoldasnak, hogy mik az elvarasok a megoldassal szemben. A felvételi
feladatok hivatalos megoldésaibél kideriilt, hogy gyakran valtoztatjak a fenti szoveg jelentését. Elsfordult mar, hogy
egy példasoron beliil(!) két feladatnal kiilonbozs volt az értelmezés. A kiilonbozs szovegértelmezésekbdl kiilonbozd
elvarasok adédnak a megoldasokra.

Felszinesen nézve azt latjuk, hogy a hivatalos megoldasokban

a kikotések (az értelmezési tartomany vizsgalata) hol szerepel, hol nem,

— a valamilyen médon kapott, gyokjelolt szamrol egyszer ellenérzik, maskor nem ellenérzik, hogy kielégiti-e az
egyenletet,

— ha ellenériznek, akkor egyszer behelyettesitéssel teszik ezt, maskor a kikotésekkel vald osszehasonlitéssal, néha
mindkett6t elvégzik.

— ,rendezéssel kapjuk”, ,atalakitassal kapjuk” vagy még rovidebben: ,ebbdl” szavak, szocsoportok (tovabbiakban:
toltelékszavak) szerepelnek az egymaés ala irt egyenletek kozott.

Hamar kideriil, hogy a felszin alatt két probléma hazodik meg. Egyrészt nincs pontositva, tisztazva, hogy mi a
feladat, mésrészt nem lehet tudni, hogy mit is jelentenek a toltelékszavak az egymas ala irt egyenletek kozotti kapcesolat
— természtesen az érdemi, a gyokeik kdzotti kapesolat — vonatkozasaban. Tehat pontositani kell a feladatszoveg értelmét
és az egymas ala irt egyenletek kapcsolatat! A tovabbiakban nem irom ki, hogy a valos szamok halmazén keressiik az
egyenlet megoldasat, mert azt tudtommal mindenki elfogadja (minden didk tudja), hogy ha nincs kiirva a szamfajta,
akkor a valds szdm értends oda.

Azzal mindenki egyetért, hogy az ,Oldja meg az alabbi egyenletet!” szoveg esetén a feladat mindenképpen megki-
vanja a kovetkezét:

(*) ,Adja meg azt a szamhalmazt, amelynek elemei kielégitik az egyenletet (a tobbszoros gyokok megjelolésével), és
bizonyitsa is be, hogy pontosan ezek elégitik ki (ezek kielégitik, de masok nem).”

Miel6tt megnézziik, hogy ez mit is jelent, nézziik meg a lehetséges valaszokat és azok kovetkezményeit. Tegyiik fel,
hogy egy dolgozatban a didkszokasnak megfelelGen a sokszor latott atalakitasokat (szorzasok szdmmal vagy valtozoval,
rendezés stb.) végezve egymas ala irt egyenletek vannak. Az utolsé egyenlet az, hogy = egyenld egy szammal. Mit
allithatunk ennek alapjan? Azt hiszem, hogy minden tanér (és didk) egyetért velem abban, hogy ezzel az egyenletsorral
a feladatmegoldé a kovetkez6t akarta mondani.

,Ha van olyan x (valos szam), ami a kiindulasi egyenletet kielégiti, akkor ez a szam az utédna kovetkezst is, az utana
kovetkez6t is stb. kielégiti.”

Ennyinek a bizonyitasat a toltelekszavak nélkiil is elfogadjuk. Am a toltelékszavak szerepeltetése sem jelent ennél
tobbet. Kiilonben értelmezni, elemezni kellene ezeket, és mindenkivel el kellene fogadtatni az értelmezést, valahogy
igy: az ,atalakitassal kapjuk” szoveg azt jelenti, hogy itt olyan &talakitasrél van szd, amely ekvivalens egyenletet
eredményez. Nem vitatom, hogy néha kifejezetten hasznos ekvivalenseknek tudni az egymas alé irt egyenleteket, de



az ekvivalencidval banni nagy figyelmet igényel, és sokkal nehezebb, mint a kévetkezményességre ligyelni. Nagyon jol
illusztralja ezt a 2000. évi egyik felvételi feladat hivatalos megoldasa, ezt kés6bb sz6 szerint idézem és elemzerm.

Célszert tehat az egymas ald irt egyenleteket kovetkezményeseknek tekinteni, hacsak kifejezetten mast nem irt
a feladatmegold6 a két egyenlet gyokeinek kapcsolatardl, pl. ekvivalenseknek allitotta az egyenleteket. Egymaés ala
irt, kovetkezményeseknek tekintett egyenletek esetében viszont még nyilvan nincs bebizonyitva az, hogy az utolso, ,,x
egyenls egy szdmmal” egyenlet a gyokot adta meg. Annyit allithatunk csupan, hogy mas szam nem lehet az egyenlet
gyoke. Nyilvanvalé, hogy a behelyettesitéssel végzett ellenbrzés egyszertien és biztosan eldonti, hogy gyok-e ez a szam,
vagy nem. Ha a behelyettesités (mivelet) el sem végezhetd, mert nincs értelme, akkor nyilvan nem all fenn egyenl@ség.
Az esetleg rendelkezésre allo értelmezési tartomannyal valo Gsszehasonlitas csak akkor donti el ezt a kérdést, ha a szam
nincs benne az értelmezési tartomanyban. Ha a szam eleme az értelmezési tartomanynak, akkor még nem biztos, hogy
gyok is.

Itt, az ellenérzés kérdésének targyalasakor térek ki a hivatalos megoldasok szovegében is igen gyakran megtalalhato
nyelvi hibara. Sokszor az egyenletmegoldas utols6 mondata az, hogy ,az eredeti egyenlet megoldasa 1, és ez kielégiti
az egyenletet”. Ha mar tudjuk, hogy mi a megoldas, akkor miért ellendrizziik? Forditva kellene irni: ,,x; kielégiti az
eredeti egyenletet, tehat ez a megoldas”.

Tehat megallapitottuk, hogy a kiindulasi egyenletbsl kovetkezményes egyenletekkel megkapott, gyokként szoba
jove szamokat a kiindulasi egyenletbe valé behelyettesitésiikkel ellendrizve tokéletesen eleget tettiink a feladat (x)-gal
jelolt kovetelményeinek. Ezért, ha csak annyi a feladat, amennyi (x)-ban le van irva, akkor nem kell az értelmezési
tartoméanyt megadni! Ha valaki azzal az indokkal kérné az értelmezési tartoméany megadésat, hogy csak ugy van értelme
a feladatnak, attol megkérdezném, hogy kinek kell gondoskodnia arrol, hogy értelmes feladat legyen kittzve? Ezt talan
mégse a feladat megoldojatol kellene elvarni. Ha erre azt mondjak, hogy megallapodas szerint, ha a feladat kitzGje
nem adta meg az értelmezési tartomanyt, akkor a szoba jové legb6vebb valds szdmokbol 4ll6 halmazt kell értelmezési
tartomanynak tekinteni, akkor a feladat megolddja is élhet ezzel a lehet&séggel: neki sem kell megadni az értelmezési
tartomanyt, mert az megéllapodés szerint a legbGvebb szo6bajovs halmaz. Ha valaki azt szeretné, hogy ezentil mindig,
akarmilyen moédszerrel dolgozott is a megoldo, szerepeljen a megoldasban az értelmezési tartomény megadéasa is,
akkor érje el, hogy minden feladat szovegében szerepeljen ez az igény. Vagy érje el, hogy mindenki hallgatolagosan,
pluszfeladatként gy értelmezze az ,,Oldja meg az alabbi egyenletet!” széveget, hogy mindenképpen meg kell hatarozni
az értelmezési tartomanyt is.

A jelenlegi helyzetben, tehat amikor nincs altalanosan elfogadott konvencié e kérdésben, onvédelembdl a didkok
dolgozhatnak a bovebb feladatértelmezés szerint. Ha ezek utan barki azt gondolna, hogy én a (%) értelmezés helyett
az értelmezési tartomany meghatarozasaval kibGvitett értelmezésnek vagyok a hive, az nagyon téved! Csak jobb hijan
ajanlom ezt a didkoknak. De most mutatok harom példat arra, hogy ez a bévitett valtozat milyen tovabbi problémakat
vet fel.

Az egyik probléma forrasa az, hogy nincs tisztazva (nincs altaldnosan elfogadott konvencié) az értelmezési tarto-
méany megadasidnak formajara. Az implicit forma is jo, vagy explicit forma fogadhato csak el? Ha nem sziikséges az
explicit forma, akkor szélsGséges értelmezés szerint semmit sem kell csindlni, mert maga az egyenlet is az értelmezési
tartoméany megadasanak implicit forméja. Ha viszont explicit forméat kell megadni, akkor van olyan egyenlet, amelyet
nem tudunk megoldani, pedig a megoldas (%) értelmezése esetén nagyon kénnyen megoldanam. Nézziink egy ilyen
peldat!

Oldja meg az aldbbi egyenletet!

T+ Vb —4x2 +x+1=3+2% —422 + 2 + 1.

A (%) értelmezés esetén a megoldas egyik lehetséges valtozata az, hogy ha van az egyenletet kielégitd = szam, az
csak az = = 3 lehet, és ez megoldas is 35 —-4-324+3+1 > 0 miatt. Ha viszont a bévitett értelmezés mellett kell
megoldani a feladatot, és az értelmezési tartomanyt explicit médon kell megadni, akkor 6tddfoka egyenlStlenséget
kellene megoldani, amit nyilvan senki sem gondol komolyan.

A maésik probléma forrasa az, hogy nem szoktdk megadni az értelmezési tartomanyt (a hivatalos megoldéasban)
olyan esetekben, amikor az R-rel egyenls. El6fordul, hogy egyaltalan nem trividlis a dolog. Egy felvételi feladatban
V&2 — 4z + 4 szerepelt egy egyenletben. Bar ez tényleg minden valos a-re értelmezett, de ha errdl nem ir semmit a
megoldo, akkor j6 lenne tudni, hogy

— nem akarta vizsgalni,
— nem tudta vizsgalni,
— fejben elvégezte a vizsgalatot?

A harmadik probléma az alabbi (szintén felvételi) feladat soran jott eld.

Vr—4p+16=2/x —2p+4—x

Oldja meg a



egyenletet, ahol p valds paramétert jelent. A p mely értékeire van valds megoldds?

Ha fel is irjuk, hogy
r>4p—16, x>2p—4, x>0,

ennek gyakorlatilag semmi informécidtartalma nincs. Ahogy mondani szokték, az 6rdognek (ezuttal a dolgozatjavito-
nak) tartozunk vele.

Sem a hivatalos megoldasban, sem a feldolgozo kényvekben nem lattam targyalva (nem értem az elmaradasanak
az okat), hogy a p paramétertdl fiiggen az egyenlet értelmezési tartomanya

ha p <2, akkor 0 <z,
ha 2<p<4, akkor 2p—4 <z,
ha 4 <p, akkor 4p — 16 < x.

A példék utan foglaljuk Gssze az elvarasokat!

e Ha a feladatban az ,oldjuk meg az alabbi egyenletet” szerepel, akkor adja meg azt a szdmhalmazt, amelynek
elemei kielégitik az egyenletet (a t6bbszoros gyokok megjelolésével), és bizonyitsa is be, hogy pontosan ezek elégitik ki
(ezek kielégitik, de masok nem).

e Ha nem adja meg a feladat szovege az egyenlet értelmezési tartomanyat, akkor tekintsiik a feladat részének az
értelmezési tartomany megadasat is, fiiggetleniil attol, hogy ez része-e a gydok meghatarozasanak, vagy nem része.
Legfeljebb akkor mellgzhetjiik az értelmezési tartomény megadasat, ha nincsenek olyan fiiggvények, amelyeknél korla-
tozasok szoktak lenni, illetve ha az egyenletnek nincs megoldésa: a v/ x? — 3z — 7 = —2 egyenletben érdektelen, milyen
szamok helyettesitheték be.

e Egymas al4 irt egyenletek kdvetkezményeseknek szdmitanak. Ha mast szeretne allitani az egyenletek kapcsolatarol
(pl. ekvivalensek), akkor azt ki kell irni.

e A Dbehelyettesitéssel biztosan meg lehet gydzédni arrol, hogy egy szam gyok-e vagy nem.

e A behelyettesités gyakran annyira egyszeri, hogy fejben is elvégezhets. Valamilyen modon jelezni kell a megol-
dasban, hogy azt tényleg elvégeztiik. Csak ezutan mondhatjuk ki a gyokjelolt szamrol, hogy valéban gyok. Vigyazzunk
a logikai sorrendre.

e Ha ekvivalens egyenletek utjan kaptuk meg a gyokjelolt szamot, akkor ez valoban gyok is. Az egyenletek ekviva-
lenciajat nem konnyd belatni akkor, ha az értelmezési tartomany nem az 0sszes valos szam.

e Sziveges egyenlet megoldasaban (nyilvan az elején) néhany mennyiségre valamilyen jelolést alkalmazunk. Feltét-
leniil irjuk le, hogy mit és hogyan jeloltiink.

o Szoveges egyenlet megoldasaban iigyeljiink arra, hogy a felallitott egyenlet ekvivalens-e a feladat szévegével, vagy
— ami gyakrabban el6fordul — csak kovetkezményes. Ett6l fligg ugyanis az, hogy az ellenérzésnél hova kell visszahe-
lyettesiteni.

e Végiil itt emlitjilk meg, hogy masodfoka egyenlet gyokeinek szamarol tobbféle megfogalmazas van forgalomban:
ha a diszkriminéns 0, akkor mondjak, hogy egy gyok van, de azt is, hogy két egyenls gyok van. Mindkét megfogalmazas
helyes, a koriilményektdl fiigg, melyiket érdemes hangsilyozni.

3. feladat (1995). Mely valds x szamok elégitik ki a kivetkezd egyenletet:

x 31:2—17334—1
3z—1 922—1 3x+4+1

Megoldas. Az egyenlet megoldéasa gyoke annak az egyenletnek is, amelyik ebbél mindkét oldalnak 9% — 1-gyel

valoé megszorzasaval all el6:
r(3x+1)— (322 —1) = (z + 1)(3z — 1),
és igy annak is, hogy 3z° + 2 — 2 = 0.
2
Ennek gyokei: 1 = —1, 2 = 3" Ezek kielégitik az eredeti egyenletet, tehat annak is ezek a gyokei.
11
Az egyenlet két oldalan szerepld fiiggvények kozos legbGvebb értelmezési tartoméanya: D = R\ {—5, 3 }
4. feladat. Oldja meg a valds szamok halmazdn a
sin?
cosT +

X . .
+sinz + sin 2z =

cosx
egyenletet!

Megoldas. A hivatalos megoldést sz6 szerint idézziik.
,»Az egyenlet értelmezhets, ha cosx # 0, azaz x # g + k7, k € Z. Mindkét oldalt cos z-szel szorozva, alkalmazva a

sin? x + cos® z = 1 azonossagot, kapjuk, hogy

sinx cos ¢ + sin 2z cosx = 0.



A sin 2z = 2sin z cos ¢ azonossag alkalmazasaval
sinz cosx + 2sinz cos® z = 0.
A bal oldalt szorzatta alakitva kapjuk, hogy
sinx cosz(1 + 2cosz) = 0.
A szorzat csak gy lehet 0, ha valamelyik tényezGje 0, tehat
— vagy sinz =0, azaz z = km, k € Z,
1 ) 2w
— vagy 1+ 2cosz = 0, azaz cosz = 5 tehat « = :I:? +2m, l € Z.

A kapott gyokok kielégitik az egyenletet, hiszen ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre.”

Megjegyzés. Az eredmény helyes, de a megoldés gondolatmenete hidnyos, nem veti egybe a talalt gyokot az értelme-
zési tartomannyal. Gondoljuk végig, hogy egy kissé modositott egyenletnél ugyanezek a 1épések helytelen eredményt
adnak.

A modositott egyenlet:
sinx 1

+ sinx + sin 2x - = .
2cosx CosS T

sin” x
cosx +
cosx
A megoldasban a szoveg teljesen azonos az elGzével, csak az egyenletek modosulnak.
s
Az egyenlet értelmezhets, ha cosx # 0, azaz x # 5 + kn, k € Z.

Mindkét oldalt cos z-szel szorozva, alkalmazva a sin? z + cos® x = 1 azonossagot, kapjuk, hogy

. . sinx
sinx cosz + sin QxT = 0.
A sin 2z = 2sinz cos ¢ azonossag alkalmazasaval
sinz cosx + sin® z cosz = 0.

A bal oldalt szorzatta alakitva kapjuk, hogy
sinx cos z(1 4 sinx) = 0.
A szorzat csak ugy lehet 0, ha valamelyik tényezGje 0, tehat
— vagy sinz =0, azaz z = kw, k € Z,
— vagy 1 +sinx =0, azaz sinx = —1, tehat x = —g + 2lw, l € Z.

A kapott gyokok kielégitik az egyenletet, hiszen ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre.”

Itt a végeredmény is hibés, az indokolds pedig sz0 szerint van atvéve az el6zé bizonyitasbol. A példa alapjan
bizonyara észrevessziik a hibat. A cosx-szel vald beszorzas utan kapott egyenlet értelmezési tartoménya bdévebb.
A bizonyitasokbol nem deriil ki, hogy tudatos-e a sin x cos 2:(1+2 cos x), illetve a masodik megoldasban a sin x cos 2(1+
sin x) szorzat harom tényezGje koziil a cosx kihagyasa? Tételezziik fel, hogy a megoldas szerzGje tudatosan, a kikotés
miatt hagyta el azt. Am gondolni kellett volna arra, hogy masképpen is bekeriilhetnek olyan értékek, amelyek a kikotés
miatt nem lehetnek gyokok, nemcsak a cosx = 0 egyenlet megoldéasaval. A masik két tényez6 vizsgalata utan nem elég
annyit mondani, hogy ,hiszen ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre”, hanem ezen kiviil meg kell nézni azt is, hogy
a kapott értékek benne vannak-e a sziikitett értelmezési tartomanyban! Az ekvivalens atalakitasokra valo hivatkozas
miatt nem kell behelyettesitéssel ellenérizni, hogy gydk-e a kapott érték, de meg kell nézni, hogy benne van-e az eredeti
egyenlet értelmezési tartomanyaban.

5. feladat (1997). Oldja meg a valds szdmok halmazdn a
10 1 25 3

x—5+y+2_ ’ ;v—5+y+2

egyenletrendszert!
Megoldas. Megszorozva 3-mal az elsé egyenlet mindkét oldalat, és levonva ebbdl a masodik egyenlet megfelels

5
oldalait, azt kapjuk, hogy i 1, azaz = = 10.

0 1
10-5 y+2

Ezt az els6 egyenletbe behelyettesitve: =1, azaz y = —3.



Az (z;y) = (10; —3) szampér kielégiti az eredeti egyenletrendszert, tehéat ez a megoldas.
Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya az R x R halmaznak az a részhalmaza, amelynek (z;y) elemeire x # 5,
és y # —2 mindegyike teljesiil:
D={(z;y) eRxR |z #5, y# -2}

Megjegyzés. 1. Tudomaésul kell venni, hogy nincs egységes jelolésrendszer, ill. szohasznalat az egyenletrendszer
megoldasainak lefrasara. Ha pl. két egyenletbdl allo egyenletrendszer adott két valtozoval, akkor mondjak ugy is a
megoldasra tett feltételeket, hogy megoldasai legyenek ilyen és olyan szdmok, de mondjak dgy is, hogy megoldasai
legyenek ilyen és olyan szdmpdrok. Persze a hivatalos megoldasokban is mindkét szohasznalat elGfordul. Sokszor a
feladatban méas szerepel, mint a megoldasaban. Még az is el6fordult, hogy egy feladat szovegében mindkettd meg-
jelent igy: ,.... egyenletrendszernek van legalabb egy (z;y) megoldasa a valos szamok korében.” Nem allitom, hogy
értelemzavard, de keriiljiik az ilyen megfogalmazast.

Az egyenletrendszer megoldasara lehet6leg a szampér, szimhérmas stb. szavakat és az ennek megfelel§ jelolést
hasznaljunk.

Exponencialis és logaritmikus egyenletek

6. feladat (1978). Oldja meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazdn:

6-a’"T? — 7. VaBetd 4 32 = 0 (a > 0).

Megoldas. Mivel Va82+4 = ¢¥2 az egyenlet bal oldalat a nyilvan nullatol kiilonboz6 a>* 2 értékkel elosztva:
1
6-a%* —7-a*4+1=0. Ebbsl a® =1 vagy a® = 6 Ha a = 1, akkor x tetszGleges valds szam, ha pedig a # 1, akkor
z=0vagy z = —.
Ezek a szamok val6ban megoldasai az egyenletnek.

Megjegyzés. Sokan ugy gondoljak, hogy ha a = 1, akkor az a® (tehat az 1) fliggvényt ne tekintsiik exponenci-
alis fliggvénynek. Nyilvan azért, hogy minden exponencialis fliggvény szigortian monoton legyen, és ekkor bizonyos
megfogalmazasok egyszertibbek lesznek.

7. feladat (1991). Oldja meg a valds szimok halmazdn az aldbbi egyenletet:

1081991 (7 — 3) 4108 999 (z — 3) = 3 — g (z° — 24).

Megoldas. Konnyen ellenérizhets, hogy x = 4 megoldasa az egyenletnek. Bebizonyitjuk, hogy mas megoldas nincs.

Ha x < 3, akkor z biztosan nem megoldas, mert példaul log,gg; (x — 3)-at nem értelmeztiik. 3 < x < 4 esetén az
egyenlet bal oldala negativ, a jobb oldala pozitiv, tehat nem allhat fenn egyenléség.

Ha x > 4, akkor az egyenlet bal oldala pozitiv, a jobb oldala negativ, tehat ekkor sem allhat fenn egyenlség.

Az egyenlet értelmezési tartomanya: D = {x € R | x > 3}.

Megjegyzés. Atalakitasokkal reménytelen megkapni az z = 4 gyokot. Ezért ez a feladat és a megoldasa jo példa arra,
hogy nem szabad szdmonkérni a megoldétol, hogy hogyan talalta meg az egyenlet gyokét, de azt be kell bizonyitania
(nincs el6irva, hogy hogyan), hogy a talalt szam megoldas, mas szam pedig nem az.

8. feladat (1981). Melyek azok az x valds szamok, amelyekre az
log, (22 +x—4)—1

kifejezés értéke negativ?

Megoldas. Csak pozitiv z értékek johetnek szamitasba a logaritmus alapja miatt. Teljesiilni kell 22 +2 —4 > 0-nak
is.

1
Az 22 + 2 — 4 = 0 egyenlet 12 = 5( -1+ 17) gyokeinek kiszamitasa utan lathato, hogy ez

x<%(—1—\/ﬁ) vagy x>%(—1+\/ﬁ)

1 .
esetén teljesiil. A két feltétel egyszerre akkor all fenn, ha x > 5( 14V 17). Igy = mindenképpen nagyobb 1-nél.



Ilyen alapszam esetén a logaritmus pontosan akkor kisebb 1-nél, ha a logaritmélandé mennyiség kisebb az alap-
szamnal (és pozitiv), tehat a mi esetiinkben: ha 2° + 2 —4 < z. Bz —2 < x < 2 esetén teljesiil, tehat a korabbi feltétellel

1
egybevetve adodik a feladat megoldasa: 3 (\/ 17— 1) <z <2

Megjegyzés. A témakor targyalasat azzal fejezziik be, hogy felsorolunk olyan lépéseket, amelyeket alkalmazni
szoktunk az ilyen feladatoknal.

e Az exponenciilis és a logaritmikus egyenletek megoldasa soran figyelni kell az egyenletmegoldasoknéal altalaban
elmondottakra: az értelmezési tartomany vizsgalata, az egymaés ala irt egyenletek kapcsolata.

e Az exponencialis egyenlet megoldasakor altalaban a kovetkezSképpen jarhatunk el:

Egy alkalmas hatvanyt 4j ismeretlennel jelolve az egyenletet algebrai egyenletté alakitjuk. Ezt az egyenletet meg-
oldjuk. Mivel az Gj ismeretlen egy hatvany volt, azonos alapt hatvanyok egyenléségébdl a kitevSk egyenldségére ko-
vetkeztetve az eredeti egyenlet valtozojara kapunk egyszerd egyenletet.

Ennek az eljarasnak kritikus pontja, amikor azonos alapt hatvanyok egyenlGségébdl a kitevék egyenlGségére ko-
vetkeztetiink. Ezt ugyanis csak akkor tehetjiik meg, ha az alap nem 1, nem 0, nem —1. Ha exponenciélis fliggvénnyel
fogalmazzuk meg a kovetkeztetést, akkor nem csak annyit célszerd mondani, hogy ,mivel az exponencialis fiiggvény
szigorian monoton, ezért ...”, hanem konkrétan beleirni az ott szerepld alapot is, pl.: ,mivel az 5 alapt exponencialis
fiiggvény szigorian monoton, ezért ...”.

e Bizonyos logaritmikus egyenletek megoldhatok gy, ha az egyenlet két oldalan all6 mennyiségeket hatvanykite-
vonek tekintjiik és egy alkalmas alap megfelel6 hatvanyainak egyenléségére tériink at (természetesen mindazokra az x
értékekre, amelyekre az eredeti egyenlet is érvényes volt). Itt is igaz, amit az egyenletekrdl mondtunk: ha van olyan x
valos szam, amelyikre az eredeti egyenlet fennall, arra az igy kapott egyenlet is teljesiil.

e Az exponenciilis és logaritmikus egyenlGtlenségek olyan fajtajaval kell csak kiilon foglalkoznunk, amikor a valtozo
(az ismeretlen) eltérs szerepekben is megjelenik. Ez azt jelenti, hogy az exponencialis egyenlGtlenségben az alapban is
és a kitevGben is, a logaritmikus egyenl&tlenségben a logaritmus alapjaban is és a logaritmalandé mennyiségben is van
valtozd. Az ilyen esetekben ugyanis altaldban nem igaz, hogy a fiiggvény szigortian monoton. Gondoljunk arra, hogy
log, x = 1. Ekkor a kovetkeztetések mas modszereit kell alkalmazni.

Sikgeometria

9. feladat (1989). Egy kir sugara 10, a kér C pontjihoz hizhatd érinté a kér CB hirjdval 30°-o0s széget zdr be.
Szdmitsa ki az ABC' keriiletét és teriletét, ha az AC oldal a kor egyik dtmérdje!

Megoldas. Az ABC haromszog derékszogli, ACB< = 60° miatt CAB< = 30°. Ebbdl és AC = 20-bol BC = 10
és AB = 10V/3 kovetkezik. Az ABC héaromszog keriilete:

AB+ BC + AC = 10V/3+10+20 = 10V/3 + 30 (= 47,32).

AB-CB
Az ABC héaromszog teriilete: T = — = 50v/3 (= 86, 60).

Megjegyzés. A kozelit6 értékek hasznalata allandoan napirenden levs, kényes, tisztazatlan probléma. Az évek soran
legtobbszor 2, de gyakran 3 vagy 4 tizedes pontossag szerepelt az utmutatoban. Azt lehet ajanlani a didkoknak,
hogy ameddig nehézség nélkiil megtehets, addig a kozelitd értékek nélkiil szamoljanak. Lehet6leg a szamolasok végén,
befejezésiil adjak meg a kozelits értéket. Mérlegeljék, hogy hany tizedesjegyet érdemes leirni, és mindenképpen jelezzék,
hogy kozelits értékrsl van szo.

A hivatalos megoldasokban gyakran el6fordult, hogy a kozelits értéket a szam értékeként adtak meg. Nem tartanam
helyesnek, ha ennek alapjan a tanar konvenciénak gondolné és azt tanitand a didkjainak, hogy egyenlGség jelet tehetnek
egy szam és a vele nem egyenl$ szam, a kozelits értéke kozé.

10. feladat (1989). Egy 10 egység oldali ABCD négyzet minden csicsdt kisse dssze a csicsot nem tartalmazo
két oldal felezdpontjdval. E nyolc szakasz mindegyikén 4—4 belsé metszéspont keletkezett. Ezen metszéspontok kézil a
2-2 kézépsd (a P, Q, R, S, T, U, V, X pontok) egy nyolcsziget hatiroznak meg. Mekkora ennek a nyolcszignek a
tertilete?

Megoldas. Az dbra jeloléseit hasznaljuk. A szimmetridk miatt a P metszéspont rajta van az AC 4tlon, és az
OX PA teriiletének nyolcszorosa egyenld a keresett teriilettel.
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A megfelels szogek egyenlGsége miatt OX PA ~ AEPA.
2-0X = OH = AF miatt a hasonlésagi arény 1 : 2.
OA 52

Tehat OP = 5 =3 és igy az OX PA teriilete:

2 2°2° 3 2

50
a nyolcszog teriilete pedig 3 (= 16,67) teriiletegység.

Megjegyzés. Ez a feladat az eléz6vel egy példasorban volt. Az egyikben szerepelt a szakaszhossz szamértéke utén
az egység sz6, a masikban nem. Mi a feladat szovegéhez igazitottuk a megoldast.

A geometriai feladatokban gyakran talalunk a gyakorlati életben vagy a fizikiban hasznéalatos mértékegységeket. Az
egységezés szakaszkalkulusban (amikor a szakaszokkal és nem a hosszukkal végezziik a miveletet) elfogadhato lenne,
de a mérték (a hossziisag, a teriilet, a térfogat) mindig szam.

J6 lenne elgondolkodni azon, hogy tényleg ennyire 1ényegtelen-e, vagy reménytelen-e ennek a kérdésnek a ,hivatalos”
tisztédzasa?

Koordinata-geometria

11. feladat (1999). Irja fel annak a kérnek az egyenletét, amelyik az y tengelyt a (0;1) pontban metszi, és érinti
azy=x+3 és azy=x— 1 egyenletii egyeneseket!

Megoldas. A keresett kor kdzéppontja egyenls tavolsagra van a két egyenestdl, ezért rajta van a két egyenessel
parhuzamos, téliikk egyenls tavol haladé egyenesen, amelynek egyenlete y = x + 1. Mivel ezen az egyenesen rajta
van a (0;1) pont, és a kor sugara a két adott egyenes tavolsaganak fele, azaz \/5, ezért a keresett kor kozéppontja
a (0;1) pontbol indul6, v/2 hosszisagi, az y = = + 2 egyenletii egyenes iranyaba mutato (1;1) vagy (—1; —1) vektor
végpontjaban van.

Tehat két kor tesz eleget a feltételeknek. Ezek egyenlete:

(z—1°+@y—-2°=2 & (z+1)°+y>=2.

Megjegyzés. Az egyes szam és a tObbes szam szerepeltetése a feladatban kérdezett mennyiség(ek), alakzat(ok) stb.
esetében nem meghatarozé a megoldéas szempontjabol. Nem szabad sz6 szerint értelmezni a szoveget!



PlL.: adja meg azt a pontot ...”, és torténetesen két ilyen van.

Tudatositani kell a didkokban, hogy bar a koznapi értelmezés alapjan a feladat kittzGje szerint egy ilyen pont van
és azt kell a vizsgazonak megadnia, ha megtalal egy ilyen pontot, nem veheti biztosra, hogy csak egy ilyen pont van.
A feladat szovege nem ad informaciét arrdl, van-e egyaltalan ilyen pont, és ha van, akkor hany van. Ezeket is a didknak
kell tisztazni, ha teljes értékd megoldast akar adni a feladatra.

Masik példa: ,mely szamok elégitik ki ...”, és csak egy elégiti ki.

A diak ideges, hogy hol rontotta el! Ilyen feladatszoveg esetén meg kell adnia az egyenletet kielégité szamok
halmazat.

Nyilvanvald, hogy mésfajta szovegezéssel el lehetne keriilni az ilyen problémakat. Mivel nagyon sok feladatszoveg
megvaltoztatasara ugysem keriilhet sor, és az 0j feladatokban is valosziniileg lesz ilyen probléma, ezért célszerd a didkot
mindenre felkésziteni.

1
12. feladat (2000). Bizonyitsa be, hogy a sik (\/_, 5) pontja koril irt barmely kérin legfeljebb egy rdcspont van

(vagyis olyan pont, amelynek mindkét koordindtdja egész szam)!

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a (\/5 kozépponta valamely r sugara korre két racspont is illeszkedik: S és T

1
"3
Akkor az ST szakasz felez6pontjanak koordinatai is és az S és T pontokra illeszkeds egyenes meredeksége is racionalis
Szam.

Ezért az ST szakasz felez6merd6legesének egyenlete egy raciondlis egyiitthatos kétismeretlenes egyenlet:
ar+by=c, ahol a,bceQ.

A kor kézéppontja illeszkedik erre a felezmerdélegesre, ezért koordinataira
1
a5 + b§ =c

teljesiil. Ha a # 0, akkor ebbdl azt kapjuk, hogy

b

Ve="3,

a

Ez lehetetlen, hiszen V5 irraciondlis, mig a jobb oldalon 4ll6 szadm raciondlis.

Ha a = 0, akkor y = 3 lenne a két racspontot Osszekots szakasz felezGmerdleges egyenesének egyenlete. Ez
1
lehetetlen, hiszen két racspont koordindtiinak szdmtani kdzepe nem lehet 3"

1
Tehat nem illeszkedhet a (\/3, §> kozépponta korre két racspont.

Megjegyzés. Ez a (hivatalos) megoldas sajnos két helyen is hianyos. El¢szor az ST egyenes meredekségének léte-

1
zését kell diszkutalni, ennek lényege a megoldas utolsé bekezdésében levé gondolat, azonban az 3 helyett v/5-re kell

alkalmazni.

A masik hidny kevésbé feltiing. Az ST szakasz felezGmerslegesének tobb egyenlete is van. Ezek kozott vannak
raciondlis és irraciondlis egyiitthatojiak is. A feladat megoldasahoz az el6bbire van sziikség. Ezért a megoldas e részét
a kovetkezSképpen kell fogalmazni: ,Ezért az ST szakasz felez6merdlegesének van olyan egyenlete, amely racionalis
egyiitthatos kétismeretlenes egyenlet ...”



