A geometriaban pontokkal, egyenesekkel, sikokkal foglalkozunk, és a kozottiik fennélld kapcsolatokat vizsgaljuk.
Ehhez bizonyos alaptulajdonsagokat — in. axiémakat — kell rogziteni. Ilyen pl. az, hogy barmely két, kiilonb6z6 ponton
pontosan egy egyenes megy at vagy az, hogy két kiillonboz6 egyenesnek legfeljebb egy kozds pontja lehet. Tébbféle
geometriai térfogalom ismeretes, ezeket axiomakkal adjuk meg. Most a projektiv terek elemeivel itt ismerkediink meg.
Ezek koziil is elsGsorban az tn. véges projektiv sikokrol ejtiink néhany szot.

Mit értiink projektiv sik alatt? Adva vannak a pontok, amelyek egy G halmazt alkotnak. Egy egyenest tigy tudunk
megadni, hogy megmondjuk, a G mely pontjait tartalmazza. Egy egyenes teh&t nem més, mint a G-nek egy részhal-
maza. A projektiv sikot tehéat ugy tekinthetjiik, hogy az egyrészt egy G halmazbol, mésrészt a G bizonyos kitiintetett
részhalmazaibol — az egyenesek 0sszességébdl — all, eleget téve a kovetkezd axidoméknak.

(P1) Két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, amely mindkét pontot tartalmazza.
(P2) Két kiilonb6z6 egyenesnek pontosan egy kozos pontja van.

(P3) Van négy pont, amelyek kozil barhogyan valasztunk is ki harom pontot, azok nem fekszenek egy egyenesen.

F
1. dbra. A Fano sik

A (P3) axioma csak azért sziikséges, hogy a trividlis eseteket kizarjuk. A legkisebb elemszamu projektiv siknak
7 pontja van, ez az Un. Fano sik, amelyet az 1. dbra szemléltet. Itt 7 pont van, amelyeket A, B, ..., G jelol. Az egyenesek
pedig az abran lathatoé hat egyenesre es6 pontharmasok és a berajzolt koron levé harom pont. (Tehat az egyenesek
szama is 7.)

Sikok megadasa koordinatik segitségével

Hogyan lehet tovabbi példadkat adni véges projektiv sikra? Miel6tt erre valaszt adnank, nézziik meg, hogy a ,szo-
kasos” geometriai térben hogyan juthatunk a P(1), P(2), P(3) axiomaknak eleget tevs konfiguraciohoz (amelynek az
iménti példaval szemben persze végtelen sok pontja és egyenese van). Az elsé 6tlet az lehetne, hogy tekintsiik egy S sik
,KOzOnséges” pontjait és egyeneseit. A P(1) és a P(3) axioma nyilvanvaloan teljesiil, a P(2) viszont nem, mivel a pér-
huzamos egyeneseknek nincs kézos pontjuk. A projektiv geometridban ezért a ,kozonséges” pontokon és egyeneseken
kiviil an. idedlis pontokat és egyeneseket is bevezetiink; jelen esetben ezt a kovetkezGképpen tehetjiikk meg. Vegyiink
fel a térben a szokasos méodon egy derékszogi koordinatarendszert, és legyen a szobanforgo S sik az (X, Y, 1) koordi-
nataju pontok osszessége, ahol X és Y tetszleges valos szamok lehetnek. Ekkor az S minden pontjat egyértelmiien
jellemezhetjiik azzal az egyenessel, amelyet ¢ és a koordinatarendszer origdja hataroz meg (ez az az origobol indulo
egyenes, amely az S-et a kiszemelt pontban dofi). Egy ilyen egyenest pedig az irdnya hatéroz meg, vagyis egy nemnulla
(A, B, C) vektor, ami az S sikkal nem parhuzamos. Nyilvan az (A, B, C) és a (tA,tB, tC) vektorok az S sik ugyanazon
pontjat jelolik ki, ha ¢ tetsz6leges nemnulla szam. Az, hogy az (A, B, C') vektor nem parhuzamos S-sel azt jelenti, hogy
C # 0. Definialjuk ezutan az S’ projektiv sikot gy, hogy annak ,pontjai” a nem csupa nullabol all6 valos (4, B, C)
szamharmasok; két ilyen szamharmast pontosan akkor tekintiink egyenlének, ha egymésnak nemnulla szdmszorosai.
Lathato, hogy ezzel az S’ siknak legalabb annyi pontja van, mint S-nek; a kiilonbség azokbol a szdmharmasokbol
adodik, amelyeknek harmadik eleme nulla (ezeket nevezziik idedlis pontoknak).

Az S’ pontjai utan térjiink rd az egyenesek meghatarozasara. Induljunk ki az S sik ,kdzonséges” egyeneseibél. Egy
ilyen egyenest egyértelmten jellemez egy olyan, az origon atmend (az S-sel nem parhuzamos) sik, amely 6t az S-bél
kimetszi; egy ilyen sik pedig egyértelmtien leirhat6 a normalvektoraval, azaz az origoban ra allitott merdlegessel. Ez
a merGleges egyenes pedig ismét egy nem csupa nulldbol 4ll6 szamharmassal jellemezhets. Az a kdvetelmény, hogy
a sik metszi S-et a normalvektorara nézve azt jelenti, hogy az elsé két koordinataja koziil valamelyik nem nulla.
Ha a normalvektor az (a,b,c) szamharmassal van megadva, akkor az egyenesnek azok az (X,Y,Z) szamharmasok
a pontjai, amelyeknek megfelel6 vektorok merélegesek a normalvektorra, azaz a vele képezett skalarszorzatuk nulla,
vagyis amelyekre aX + bY + c¢Z = 0. Ennek kiterjesztéseként a kovetkezoképpen adhatjuk meg az S’ egyeneseit:
tetsz6leges, de nem csupa nullabol all6 (a, b, ¢) szdmharmasra alkossak a neki megfelel§ egyenest azok a nem csupa



nullabél all6 (X, Y, Z) szamharmasok, amelyekre a X 4+ bY 4 ¢Z = 0 teljesiil. (Ha a vagy b nem nulla, akkor kézonséges,
mig a = b = 0 esetén idedlis egyenesrdl beszélhetiink. Konnyen lathato, hogy idedlis egyenes minden pontja ideélis
pont.) Megmutathat6 (és késobb, dltalanosabb feltételek mellett meg is mutatjuk), hogy az S’ pontjai és egyenesei
kielégitik nem csak a P(1) és a P(3) axiomaékat (ezeket Gjra meg kellene nézni, hiszen a pontok és az egyenesek halmaza
is mas, mint S esetében!), hanem a P(2) axiémaét is.

Szamok helyett: testek

Probaljuk meg altalanositani az S’ sik iménti konstrukcidjat. Ehhez sziikségiink lesz a test fogalmara.

(Kommutativ) testnek neveziink egy K halmazt, ha abban értelmezve van két mivelet, az Gsszeadas és a szorzas,
jelolésiik a + b és a - b = ab, melyek a kovetkezs tulajdonsidgokkal rendelkeznek:

(1) Haa és b a K elemei, ugy a+ b és ab is a K elemei.

(2) a+b=b+a,a+(b+c¢)=(a+b)+c, ab = ba, a(bc) = (ab)c (ezeket gy mondjuk, hogy az Osszeadés és a
szorzas egyarant kommutativ és asszociativ) és érvényes a disztributivitas: a(b + ¢) = ab + ac.

(3) K-ban van két kitiintetett elem, a 0 és az 1, amelyekre teljesiilnek az 0 + a = a, 1 - a = a azonossagok.

(4) Az a + xz = 0 egyenlet minden a-ra megoldhat6, megoldasa —a.
1
(5) Az ax =1 egyenlet minden a # 0-ra megoldhat6, megoldasa a~', vagy masképp jelolve —.
a

Testre példa a racionalis vagy a valds szamok teste, a szokasos Osszeadéssal és szorzassal. Kénnyen megadhatunk
véges sok elembdl allo testet is. Legyen p egy primszam, és tekintsiik a 0,1,2,...,p— 1 szamokat; ezek GF (p)-vel jelolt
halmazan definidljuk az Osszeadast és szorzéast ugy, hogy elvégezziik a miveleteket az egész szamok kozott, majd az
eredményt p-vel maradékosan elosztjuk, és a maradék lesz az Gsszeadas, illetve a szorzas eredménye. (Példaul GF (5)-
ben 3 +4 = 2, 3-3 = 4.) Megmutathatd, hogy ezzel GF (p) valoban test, aminek p eleme van. Kimutathatd (az
elgbbinél persze lényegesen bonyolultabban), hogy egy véges (sok elembdl allo) testnek mindig p¥ szamu eleme van,
ahol p prim, és megforditva: minden p" primhatvanyhoz létezik, méghozza bizonyos tekintetben egyértelmten egy Pk
darab elembdl 4ll6 test (amelyet az el6bbi jelolés mintajara GF (p*) jelol).

Egy K test segitségével a kovetkez6képpen tudunk projektiv sikot létrehozni. Képezziik K elemeivel az Gsszes
(X1, X2, X3) elemharmast, amelynek elemei nem mind egyenlék nullaval; ezeket nevezziik pontoknak. Amennyiben A
a K test tetszoleges, 0-t6l kiilonbozs eleme, akkor az (X7, Xo, X3) és (AX1, AX5, AX3) szamharmasokat ugyanazon
pont elGallitdsainak tekintjik. Az X;, Xo, X3 szamokat a pont projektiv koordindtdinek hivjuk. Most attériink az
egyenesek meghatarozasara. Legyenek a1, a2, as a K elemei, amelyek nem mind nullak. Az [a1, as, as] egyenes mindazon
(X1, X2, X3) pontokat tartalmazza, amelyekre a1 X1 4+ a2 Xo + a3 X3 = 0. Megmutatjuk, hogy az igy definialt pontok és
egyenesek projektiv sikot alkotnak. Lassuk be el6szor a (P1) axioma teljesiilését. Legyen (Aq, A, A3) és (B, Bz, Bs)
két kiilonb6z6 pont. Az

21 A1 + 204 + 2343 =0,

$1B1 + .IQBQ + $3B3 =0
egyenletrendszert kell megoldani az x1, x2, x3 ismeretlenekre. Feltehetd, hogy példaul A; # 0; vonjuk ki az els6

B
egyenlet A—l—szeresét a méasodikbol. Rendezés utan kapjuk, hogy

1
B B
T (BQ—AQA—i)—Fzg (Bg—Ag'A—i> =0.

Mivel két kiilonb6z6 pontrol van szo, azért

B B B
(B1, B2, B3) # A—i(Al,AmAs) = <Bl,A2 ‘ A_i’AB ‘ A—i) ;

AgBl - AlBg
AlBg — AzBl ’
. Ezzel (Al 75 0 75 Ale — AgBl esetén)

B
feltehetd tehét, hogy példaul By — A - A—l #0, és igy xo = x3 innen pedig példaul az els6 egyenletbe
1
Ang — Ang

A1B2 — A2B1

Ang — A3Bg A3Bl — AlB3 1
A1B2 — A2B1 ’ A1B2 — A2B1 ’

valé behelyettesités révén kapjuk, hogy x1 = x3

[2101,!102,!103] =3 =
z3

= m[A2Bs — A3Bs, A3By — A1 B3, A1 By — A3 By],



azaz a keresett egyenes homogén koordinatai egyértelmtien léteznek, és ezzel a (P1) axiomat igazoltuk. A (P2) be-
latasahoz tegyiik fel, hogy [a1,aq,as] és [b1,ba,bs] két kiilonboz egyenes; kozos (X1, Xo, X3) pontjuk kereséséhez
az

a1 X1 + asXs + az X3 =0,

b1 X1 + b2 Xo + b3 X3 =0

egyenletrendszert kell megoldani az X5, X2, X3 ismeretlenekre. Lathato, hogy ez (alakjaban és feltételeiben) lényegében
ugyanaz az egyenletrendszer, mint az el6bbi, igy annak megoldésa egyben a (P2) axiomat is bizonyitja. Végiil a (P3)
belatasahoz konnyen ellendrizhets, hogy példaul az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1) pontok koziil semelyik harom
sincs egy egyenesen.

Nézziink egy konkrét példat a leirt konstrukciora. A legkisebb test kételemti, GF (2), amelynek elemei 0 és 1. E két
szam segitségével készitsiik el a kdvetkezd harmasokat:

B=(1,0,0), F=1(0,1,0), E=(0,0,1), D=(1,1,0),
G=(1,0,1, A=(0,1,1), C=(1,1,1).

Koénnyen belathato, hogy ez éppen a Fano sik. Tehat a Fano sik koordinatakkal is megadhato; ezért azt mondjuk, hogy
a Fano sik koordindtdzhato.

2. abra. Két egyenes pontjainak egymashoz rendelése

Alkalmazzuk ezutan a konstrukciot egy tetszoleges véges, ¢ = p¥ elemt testre, ahol p primszam. A pontok szaméat

a kovetkezoképpen kaphatjuk meg: nem csupa nulla ,szam’harmasbol ¢> — 1 darab van, ezek mindegyikének ¢ — 1
3

1 = +q+1.

darab nemnulla szdmszorosa lévén, (¢ — 1)-esével adjak ugyanazt a pontot, amelyek szama ezért

Hasonl6an kapjuk, hogy az egyenesek szama is ¢> + ¢+ 1. Nem nehéz megmutatni, hogy ez nem csak a koordinatazhato
sikok esetében van igy, hanem minden véges projektiv siknél ez a helyzet: a pontok és az egyenesek szama mindig
egyenl6 és ¢° 4+ ¢+ 1 alaku, alkalmas g-val. A 2. dbrdrdl konnyen leolvashaté ugyanis, hogy a sik barmely két egyenesén
a pontok szdma ugyanannyi, hiszen pontjaik egy kiils6 V' pontbdl hiizott szelGk segitségével kolcsondsen egyértelmiien
megfeleltethetGk egymasnak; ezt a szamot (g + 1)-gyel jelolhetjiik. Ennek segitségével bizonyithato, hogy minden pont
g+1 egyenesre illeszkedik (1. 8. dbra). Ezutan pedig — a sik pontjait egy adott ponton atmend Gsszes egyenes pontjaiként
leszamlalva — kapjuk, hogy a sik pontjainak szama 1 + (¢ + 1)¢ = ¢> + ¢ + 1. A véges matematika mindmaig hires
megvalaszolatlan kérdése, hogy — nem koordindtazhaté sikok esetében — ez a ¢ szadm lehet-e mas, mint primhatvany.

3. dbra. Egy pontra illeszked6 egyenesek és egy méasik egyenesre illeszkedd pontok egyméashoz rendelheték



A Desargues-tétel

Természetesen adodik a kérdés, hogy vajon minden véges projektiv sik koordinatazhato-e egy véges test segitségével?
A valasz nemleges, de hogy melyek koordinatazhatok, arra igen szép és meglepd feltétel adhato. Az elemi geometriai
tételek hosszi soraban szerepel egy hires tétel, a Desargues-tétel, ami a kovetkezSképpen szol: ha a projektiv sik A;,
B;, C; pontjai altal meghatarozott AjAs, B1Bs, C1Cs egyenesek egy kozos O ponton mennek at, akkor az A; By,
Ag Bs egyenesek metszéspontjat Cs-mal, az A1Cq, A2Cy egyenesek metszéspontjat Bs-mal, a B1Cq, BaCy egyenesek
metszéspontjat As-mal jelolve, az As, Bs, Cs pontok egy egyenesen fekszenek. Viszonylag koénnyt igazolni, hogy
minden koordinatazhaté projektiv sikban teljesiil a Desargues-tétel.

Annal meglepébb viszont, hogy ennek az allitasnak igaz a megforditasa: ha egy projektiv sikban igaz a Desargues-
tétel, akkor a sik koordinatédzhat6. Ezzel a Desargues-tétel fontos szerephez jutott, 6 a felelgs a sik koordinatéazhato-
sagért.

A projektiv sik kétdimenzios. Hogyan lehet magasabb dimenzios projektiv tereket definialni? A (P1) axiéma val-
tozatlan, viszont (P2)-t modositani kell, hiszen létezik két olyan egyenes, amelyeknek nincs kozos pontja (kitérd egye-
nesek). Két egyenesnek pontosan akkor van kozos pontja, ha egy sikban vannak. Ezt fogalmazza meg a

(P 02) Pasch axiéma. Ha egy nem elfajulé hiromszog két oldalegyenesét egy tovabbi egyenes a haromszog
csucspontjaitol kiillonboz& pontokban metszi, akkor ez az egyenes a haromszog harmadik oldalegyenését is metszi.
Magasabb dimenziés projektiv tereket a sikokhoz hasonlé moédon éllithatunk el§ egy test segitségével. Az n > 2
dimenzios teret gy kapjuk, hogy harmasok helyett elem (n+1)-eseket tekintiink. Meglepd, hogy a 3 és annal magasabb
dimenziés projektiv terekben mindig teljesiil a Desargues-tétel, ezért koordinatazhatok. Ez egyben azt is jelenti, hogy
egy olyan projektiv sik, amelyben nem teljesiil a Desargues-tétel nem lehet benne egy magasabb dimenzi6ju projektiv
térben.

Vazoljuk ennek a bizonyitasat a kovetkez6 formaban: ha az S projektiv sik része egqy 3-dimenzids projektiv térnek,
akkor igaz benne a Desargues-tétel (1. 5. dbra). A bizonyitasnak az az Gtlete, hogy az As B2Co haromszoget az S sikbol
Jkihtizzuk a térbe”. Ez azt jelenti, hogy olyan A*, B*, C* pontokat keresiink az S-en kiviil, amelyeknek egy O’-bél az S-
re val6 vetiilete rendre Ay, Bo és Cy, és amelyekre teljesiil, hogy az A1 A*, B B*, C1C” egyenesek egy kozos O* ponton
mennek keresztiil. Jelolje az A1 By és A* B* egyenesek metszéspontjat Css, az A1Cy és A*C™* egyenesek metszéspontjat
Bss, a B1Cy és B*C™ egyenesek metszéspontjat pedig Ass. Ekkor ezek a pontok egyrészt S-en vannak, hiszen az ottani
A1 By, A1C1, B1Cy egyeneseken fekszenek, masrészt ugyanilyen okbol az S sikon kiviili A* B*C™* haromszog sikjaban is
benne vannak. Igy ez a harom pont két sik kozos részéhez tartozvan egy egyenesbe esik. Masrészt ezeknek a pontoknak
O’-b6l az S-re ess vetiiletei éppen As, Bz és Cs, hiszen pl. A*B* vetiilete Ay By 1évén az A*B* és az S-ben levs A; By
egyenes metszéspontjanak vetiilete csak Ao Bo és Ay By metszéspontja, azaz Cs lehet; tehat Css vetiilete Cs, ezért
Cs3 = Cs3, és ugyanigy Bss = Bs és Ass = As. Igy As, Bz és C3 valoban egy egyenesbe esik.

O *
R
/’/ O '
Ap= A% By = S (s =Cl
n
S PA,

5. dbra. A Desargues-tétel ,térbeli” bizonyitasa



Meg kell még mutatni, hogy az A*, B*, C* pontok megvélaszthatok a kivant médon. Ehhez vegyiink fel az S
sikon kiviil tetszdlegesen egy O pontot ugy, hogy annak az S-re es6 vetiilete éppen az A; A, By Bs, C1Cy egyenesek
k6z0s pontja, O legyen. Ezutan példaul az A* pontot ugy kaphatjuk, hogy az A10* egyenest metssziik azzal a vetités
irdnyaba es6 egyenessel, amely dtmegy az Ao ponton. (A metszéspont létezik, hiszen mindkét egyenes az A, 00*
haromszog sikjaban halad.)

Kitekintés a fizikara és azon is tualra...

A geometriai tereket tobbek kozott az jellemzi, hogy az ,altereik” k6zott milyen tartalmazasi viszonyok érvényesek.
Az alterek (mint a ,kozOnséges” térben a pontok, egyenesek, sikok, ill. maga az egész tér) a pontok G halmazanak
bizonyos részhalmazai, és igy a halmazelméleti tartalmazas egy rendezést hataroz meg koriikben. Két altér kozos
része (metszete) ismét altér, amely az adott két altér legnagyobb alsé korldtja. Két altér halmazelméleti egyesitése
altaldban nem altér, de létezik egy legsziikebb altér, amely Gket tartalmazza. Ez a két altér legkisebb felsd korldtja.
Ez azt jelenti, hogy az alterek részben rendezett halmaza olyan, hogy ott barmely két elemnek létezik legkisebb k6zos
felsG és legnagyobb k6z0s als6 korlatja. Az ilyen részben rendezett halmazt hdlonak nevezziik. Mivel a legkisebb felsd
és legnagyobb alsé korlat egyértelmien meghatarozott, a képzésiiket algebrai miiveleteknek tekinthetjiik, elnevezésiik
egyesités, ill. metszet. A halo tehat egy specidlis algebrai struktira, amelyet a geometriai térhez rendelhetiink, és ami
jellemzi a teret.

A huszadik szazad elején a fizikiban két elmélet &llt az érdeklgdés kozéppontjaban. Az egyik az Einstein-féle
relativitdselmélet, a masik a kvantummechanika. Az ut6bbi matematikai modelljét kisérelték meg leirni, amikor a
30-as években Neumann Janos bekapcsolédott e munkaba. Mint a matematika megannyi teriiletén, itt is sikeriilt igen
jelentGset alkotnia. A kvantummechanika matematikai modelljének megadasahoz a projektiv geometriai tereknek egy
altalanositasat adta, amelyet folytonos geometrianak nevezett. Ennek egyik érdekessége, hogy nincsenek benne pontok,
minden altér tartalmaz egy masik alteret. Mig a projektiv geometrianal az alterek dimenzidja az 1,2,. .., n természetes
szamok valamelyike, addig a folytonos geometridnal az altér dimenzidja egy tetszdleges 0 és 1 kdzotti valos szém lehet,
ez a tulajdonsag utal az elnevezésben szerepls folytonossidgra. Neumann bebizonyitotta, hogy ezek is koordinatazhatok,
de nem testekkel, hanem &ltalanosabb struktarakkal, an. gyiridkkel. Ezek annyiban kiilénboznek a testekt6l, hogy az
1 elem létezését és a (5) tulajdonsag teljesiilését nem koveteljiik meg.



