m =

A kupszeletek érintSinek érdekes tulajdonsagarol szol a kovetkezd tétel.

11. tétel. Ha eqy kiilsé P pontbol érintdoket huzunk a kupszelethez, akkor a P-t az érintési pontokkal Gsszekitd
szakaszok a kipszelet fokuszdbdl vagy egyenld, vagy pedig egymdst 180°-ra kiegészitd szigekben ldtszanak. Az utcbbi
eset csak akkor fordul eld, ha a kupszelet hiperbola és a két érintd annak két kilonbézd agdhoz tartozik.

Bizonyitas. Hasznaljuk a 10. tételben szerepld jeloléseket. A P-n atmend érintGk szerkesztésébdl kovetkezik,
hogy az E; és Fo pontok, illetve az F1G1 és FoGa egyenesek egyméasnak a P-bél v-re allitott m merdleges egye-
nesre vonatkozé tiikkorképei, F' és E; pedig egymésnak az e; egyenesre vonatkozo tiikorképei (i = 1,2). Ezért a
PE;G;F négyszogek deltoidok, tehat G;FP< = G;E;P<. Igy allitasunk bizonyitasahoz elég megmutatnunk, hogy
vagy G1E1 P< = Gy E>P<, vagy pedig G1E1 P< = 180° — GoFE» P< teljesiil.

Parabola esetén a G; pontok v-nek ugyanazon az oldalan helyezkednek el. Ezért G1FE1P< = GoFEoP<, mert
egymésnak m-re vonatkoz6 tiikérképei (13.(a). dbra).

13. dbra

A t6bbi kapszelet esetén a G; pont rajta van az FyFE; egyenesen. Ezért G;E; P< = FyFE; P<, ha E; nincs rajta
az F»G; szakaszon, és G;E; P< = 180° — FyF; P<, ha F; rajta van az F»G; szakaszon. Mivel Fy Fy P< és FyFEsP<
egyméasnak m-re vonatkozo tiikorképei, azért a tétel bizonyitasdhoz mar csak azt kell észrevenniink, hogy az F; pontok
az FyG; szakaszokhoz képest csak akkor helyezkednek el kiilonb6zGképpen, ha IC hiperbola, e; és es pedig annak két
kiilonbo6z6 agahoz tartozo érints. O

Kovetkezs allitasunk hiperbolara csak némi megszoritassal igaz, ezért a rovidség kedvéért a hiperbola esetét fel-
adatnak hagyjuk.

12. k6vetkezmény. Legyen K egy hiperbolatol kilonbézd kiupszelet, ey és ex pedig két rogzitett érintdje. Ekkor IC
tetszdleges érintdjének e €s ex k6z€ esd szakasza K fokuszdbol dllando szog alatt ldtszik.

Bizonyitas. Ismét hasznaljuk a 10. tétel jeloléseit, legyen tovabba a tetszéleges érinté e, a rajta 1évs érintési pont
Gs, az e Ne; pontot pedig jelolje M;. A 11. tétel szerint G FM1< = GsF M < és GsF May<t = Go F' My<(. Vagyis

1 1
M FMy< = M{FG3<+ G3FMa<t = 5(G1FG3<z + GsFGya) = 5G1FG<,

ami viszont alland6, mert Gy és Gy rogzitett pontok. [

Ha a kupszelet vezéralakzatat a fokuszbol felére kicsinyitjiik, akkor a kipszelet féalakzatat kapjuk. Ez parabola
esetén egyenes, a tobbi esetben kor. Ellipszis és hiperbola esetén a két lehetséges vezérkorbdl ugyanazt a f6kort kapjuk,
mert akar v-t kicsinyitjiik felére F5-b6l, akar vi-et F-b6l, az eredmény mindkétszer az F' Fy felez6pontja koré irt a sugara
kor.

Ha a fokusznak valamely g egyenesre valo tiikdrképét a fokuszbol felére kicsinyitjiik, akkor az F-bél g-re allitott
merGleges talppontjat kapjuk. Ezért a 9. kdvetkezménybdl azonnal adodik az alabbi tétel.

13. tétel. A kupszelet fokuszdbol a kupszelet tetszdleges érintdjére bocsdjtott merdleges talppontja rajta van a
féalakzaton. O

Ellipszis esetén a f6kor egyik atmérGje az ellipszis nagytengelye, s a f6korbdl merdleges tengelyes affinitéssal is
szarmaztathato az ellipszis (lasd pl. [1] 43. fejezet) (14. dbra).

LA cikk els6 része lapunk novemberi szaméban jelent meg (450. oldal).
2A T043556 és T043758 szami OTKA pélyazatok tamogatasaval.



Parabola esetén a f6egyenes a parabola tengelyén 1évé C parabolapontban érinti a gérbét. Ezt a pontot a parabola
csucspontjanak, az itteni érint6t pedig a parabola csucsérintdjének nevezik.

Hiperbola esetén a f6kor az aszimptotik szerkesztéséhez nytjt segitséget. A fokuszokbol a f6korhoz huzott érintk
érintési pontjai az aszimptotakon vannak.

Egyenes és kiipszelet metszéspontja

Az ellipszis, parabola és hiperbola euklidészi értelemben nem szerkeszthet6k meg. Azonban tetszGleges egyenes-
sel vett metszéspontjukat meg tudjuk szerkeszteni. Ebben a fejezetben két modszert ismertetiink az F fokusza, v
vezéralakzata IC kupszelet és az e egyenes kozos pontjainak a szerkesztésére.

A 6. tétel szerint feladatunk azon k korok kozéppontjainak megszerkesztése, amelyek atmennek F-en, érintik v-t
és merGlegesek e-re. Elsé modszeriinkben az inverziét fogjuk alkalmazni, a masodikban pedig a pont korre vonatkozd
hatvanyanak tulajdonsagait hasznaljuk fel. Az els6 modszer alapjan a szerkesztés leirasa rovid, viszont feltételezziik,
hogy az olvaso ismeri az inverzio legfontosabb tulajdonsagait. Ezek megtalalhatok pl. [1] 39. fejezetében. A masodik
modszerhez csak kozépiskoldban tanult ismeretek sziikségesek, cserében viszont ennek leirdsa hosszadalmasabb.

A feladat megoldasa inverzidval. Alkalmazzunk egy olyan inverziot, melynek polusa F. Ekkor a szerkesztendd
k kor inverz képe valamely k' egyenes lesz, mert k dtmegy az inverzié polusan. Mivel k érinti v-t, azért &' érinti v
képét, ami a v" kor (hiszen poluson at nem mend kor vagy egyenes inverz képe kor). Tovabba azt is tudjuk k'-rél, hogy
merdleges e inverzére, ami az e’ kor vagy egyenes (mert poluson atmend egyenes inverze egyenes, péluson 4t nem mens
egyenes inverze pedig kor) (15. dbra).

15. dbra

Ezeket felhasznalva k'-t egyszertien megszerkeszthetjiik: a v’ kor e’-re meréleges érintSi lesznek a lehetséges &/
egyenesek. Vagyis adott korhoz kell vagy adott ponton (e’ kdzéppontjan, ha e’ kor) atmend, vagy adott egyenesre
(¢'-re, ha ¢’ egyenes) mer6leges érintSket szerkeszteniink. Az igy kapott k' koroket visszainvertalva kapjuk a k koroket,
amelyek kozéppontjai a keresett metszéspontok.

A megoldésok szama 2, 1 vagy 0. Ha ¢’ egyenes, akkor e dtmegy F-en. Fokuszon 4tmend egyenes két pontban metszi
a kupszeletet, kivéve a parabola tengelyével parhuzamos egyenest, amely csak egyben. Ha e’ kor, akkor a megoldasok
szadma, attol fiiggden 2, 0 vagy 1, hogy kdzéppontja a v’ kornek kiils6- vagy bels6 pontja, illetve azon rajta 1évé pont.

A feladat megoldasa inverzi6 nélkiil. Mivel az F' ponton dtmend k kor kézéppontja e-n van, azért k atmegy
F-nek e-re vonatkozo F’ tiikorképén is. (Ha F illeszkedik e-re, azaz F' = F’, akkor az FF' egyenes helyett az e-
re F-ben allitott merdlegest kell tekinteniink.) Feladatunkat ezért atfogalmazhatjuk: olyan kort kell szerkesztentink,
amely &dtmegy két adott ponton (F-en és F'-n) és érint egy adott kort vagy egyenest (v-t). A szerkesztések leirasa
megtalalhaté Horvay Katalin és Reiman Istvan: Geometriai feladatok gydjteménye 1. kotetében ([2], 1332. és 1333.
feladatok), a teljesség kedvéért azonban itt is kozoljiik azokat.

Tekintsiik a feladatot megoldottnak. A v-n 1év6 érintési pontot jeloljik E-vel. Elegendé E-t megszerkeszteniink,
mert E,F és F ismeretében a harom ponton atmend kor szerkeszthets, annak kdzéppontja pedig a keresett pontot
adja.



Felhasznalunk két lemmat, amelyek szintén megtalalhatok [2]-ben (1324. és 1351.f feladatok).

14. lemma. Ha a P pontbdl egqy korhéz hizott érintdszakasz PE, a P-n dtmend tetszdleges szeld pedig A-ban és
B-ben metszi a kort, akkor PE*> = PA - PB.

Bizonyitas. Feltehets, hogy A a PB szakasz bels6 pontja. PEA< = PBE<, mert az FA ivhez tartozo keriileti
szogek (16. dbra). A PAFE és a PEB haromszogek tehat hasonléak, mert ezen kiviil kozos a P-nél 1évé szogiik is. Igy

PE PB
a két haromszoghben a megfelel§ oldalak ardnya megegyezik, A= PR amibdl adédik a bizonyitandd egyenlség.
O
B

16. dbra

A kovetkezs lemma egyuttal eljarast is ad arra, hogy PA és PB ismeretében hogyan szerkessziik meg a vV PA - PB
hosszisaga szakaszt.

15. lemma. Ha a P ponton dtmend tetszéleges egyenesre P-tél egyik irdnyba a PA, mdsik iranyba pedig a PB
szakaszokat felmérjik, akkor az egyenesre P-ben dllitott merdleges és AB Thalész-kirének E metszéspontjira PE? =
PA - PB.

Bizonyitas. A PAE és a PEB haromszogek hasonloak, mert P-nél 1évS szogiik derékszog, tovibba AEP< =

EBP<, mert merdleges szart hegyesszogek (17. dbra). Igy a két haromszogben a megfelels oldalak aranya megegyezik,
PE PB

A= PE’ amibdl keresztbe szorzassal adodik a bizonyitandé egyenléség. [

E

17. dabra

Térjiink vissza a szerkesztéshez. Ha v egyenes, akkor tovabbi két alesetet kiilonbdztetiink meg. Ha F'F’ parhuzamos
v-vel, akkor E megegyezik F'F' szakaszfelez6 merélegesének és v-nek a metszéspontjaval (18. dbra).

F F'

E v
18. dbra
Ha FF’ nem parhuzamos v-vel, akkor metszéspontjukat jelljiik H-val. Ekkor a 14. lemma, szerint HE* = HF-HF’,

s igy a 15. lemma alapjan HF és HF' szakaszok ismeretében H E hossza megszerkeszthets. Ezutan a H kozépponti,
HE sugaru kor és v metszéspontjai adjak a lehetséges F pontokat (19. dbra).



Es H IoN v
19. dbra

Ha v kor, akkor v-nek és k-nak F-ben kozos az érintGje. Legyen ez az f egyenes. Vegyiink fel v-n egy tetszéleges T’
pontot és szerkessziik meg azt az s segédkort, amelyik dtmegy F-en, F'-n és T-n. Ha ez érinti v-t, akkor megkaptuk
a keresett E pontot. Ha nem érinti, akkor legyen a v-vel alkotott mésik metszéspontja T”. Ezutédn ismét két alesetet
kiilonboztetiink meg. Ha FF’ parhuzamos TT’-vel, akkor E megegyezik F'F' szakaszfelez6 merdlegesének és v-nek a
metszéspontjaval, mert ekkor F'F’ és TT' szakaszfelezd merdlegesei egybeesnek és ez az egyenes tartalmazza s-nek is
és v-nek is a koézéppontjat (20. dbra).

20. dbra

Ha FF’ nem parhuzamos TT’-vel, akkor metszéspontjukat jeloljik H-val. Ekkor HF - HF' = HE*> = HT - HT', s
igy a HF és HF' szakaszok ismeretében HE hossza megszerkeszthets. Ezutan a H kozéppontt, HE sugari kor és v
metszéspontjai adjik a lehetséges F pontokat (21. dbra). (A H pont nem fiigg s vilasztasatol, TT’ mindig ugyanott
metszi FF'-t. Bzt itt nem bizonyitjuk, mert a szerkesztéshez nem sziikséges. Az érdekl6dd olvasé megtaldlhatja a
bizonyitast [2] 1331. feladataban.)

21. dbra

A megoldasok szamara ebbdl a szerkesztésbdl is 2, 1 vagy 0 adodik, hiszen a H koézépponti H E sugari kornek és
v-nek 2, 1 vagy 0 koézds pontja van.
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