A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-

oldasait ugy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremikodésiiket kdszonjiik és eztuton is
gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

1. Legyen ABC' hegyesszogi hdromszog, amiben AB # AC. A BC datmérdji kor az AB, ill. AC oldalakat az M,
ill. N pontokban metszi. Jelolje O a BC oldal kézéppontjat. A BAC< és MON< szogek szdgfelezdi az R pontban

metszik eqymdst. Bizonyitsuk be, hogy a BM R és CNR hdromszogek korilirt koreinek van olyan kézds pontja, ami a
BC oldalon fekszik.

Paulin Roland megoldasa. Thalész tétele alapjan BMC< = BNC< = 90°, igy M és N a magassagok talp-
pontjai, melyek az ABC haromszog AB, illetve AC' oldalainak belsejében vannak, mert a haromszog hegyesszogi.

BM NC hurnégyszog, igy AMN< =, ANM< = . OBM és OCN egyenl§ szart haromszogekben OM B< = f3,
ONC<« =7, vagyis OMN<=O0ONM< =a, MON< =7 — 2a.

Belatjuk, hogy a BAC és MON szogek szogfelezsi — e és f —nem parhuzamosak, igy R egyértelmiien meghatarozott.
e || f esetén legyen f N AC = D. A DOC haromszoégben D-nél %, C-nél v, O-nél
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Rendezve:

249=2 5 a42y=r=a+B+7 = y=8 = AB=AC

2 2
Ezt a feltétel kizarja, igy e }f f.
Legyen I az OM N haromszog beirt korének koézéppontja. IMN< = INM< = % miatt MIN< = 7 — «, ezért

AMIN hurnégyszog, igy IAN<<=IMN< = %. Tehat I € e, ugyanakkor I € f is teljesiil, ezért R = I.

Legyen E = enN BC. Ez a BC oldal egy bels6 pontja. Belatjuk, hogy a BM R és a CN R haromszogek koriilirt kore
is 4tmegy E-n. REB< — AEB< — 7 — 3 — % REC< = AEC< — 7 —~— % mig RMB< = f+ % RNC< =+ %
igy RMB<+ REB< = RNC< + REC< = 7. Azaz RMBE és RNCE hurnégyszogek, igy az RM B és az RNC
haromszogek koriilirt korének van kozos pontja a BC' oldalon.

2. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan valds egyiitthatds P(x) polinomot, amely kielégiti a
Pla-b)+Plb—c)+Plc—a)=2P(a+b+c¢)

egyenldséget, valahdnyszor a, b, ¢ olyan valds szamok, amelyekre teljesiil

ab+ bc+ ca = 0.

Hubai Tamas megoldasa. Ha a = b = ¢ = 0, akkor a feltétel teljesiil, igy 3P(0) = 2P(0), vagyis P(0) = 0.
A feltétel nyilvan akkor is teljesiil, ha b = ¢ = 0, és igy P(a)+ P(0) + P(—a) = 2P(a), ahonnan P(—a) = P(a) adodik
minden valos a-ra. A P(z) polinomfiiggvény tehat paros, ami csak ugy lehetséges, ha minden pératlan foka tagja nulla.
(A P(—a) = P(a) feltételt atrendezve ugyanis azt kapjuk, hogy P(x) — P(—z) az azonosan nulla polinom, ebben a
kiilonbségben pedig éppen a P(z) paratlan foku tagjai szerepelnek.)

Legyen ezutan Q(z) az a polinom, amelyben P(z) tagjai szerepelnek félakkora kitevével, azaz amelyre Q(z?) = P(x)
és nézziik meg, minek kell teljesiilnie a Q(x) polinomra. Az a, b, ¢ kozti Gsszefiiggeést felhasznalva csokkentsiik a valtozok
szamat. Vezessiik be az z és y valtozokat a kdvetkez6képpen: legyen a = 2 +y + ¢, b = y + c. Illyen x és y nyilvan
minden a, b és ¢ harmashoz 1étezik, mésrészt x és y barmely értékére van olyan a, b, ¢ szdmharmas, amelyre teljesiil
a feltétel. Ez egész pontosan azt jelenti, hogy az a =z +y+c¢, b =y +c, ab+ bc+ ca = 0 egyenletrendszernek létezik
(a, b, c) megoldésa. Behelyettesitve ugyanis az (x +y + ¢)(y + ¢) + (y + ¢)c + c(z + y + ¢) = 0 egyenletet kapjuk, ami
rendezés utan a c-ben masodfoku:

3¢% + (22 +dy)e + (zy +y*) = 0,

a diszkriminansa, 4z2 + 4zy + 4y? = 2(:102 +y? + (x + y)2) pedig nem negativ.
Fejezziik ki a feltételben szereplsé mennyiségeket az Gj valtozok, x és y segitségével: a—b =z, b—c =y, c—a = —x—y,
illetve
(a+b+c)® =a®+b>+ ¢ + 2ab + 2bc + 2ca =

(felhasznalva, hogy a feltétel szerint ab + bc + ca = 0 és tovabb alakitva)

=d?+b°+c —ab—bc—ca= (a—b)2+(b—c)2+(c—a)2 =
2

_x2+y2+(:c+y)2

5 =x2+y2—|—xy.




A P polinomra tehat, mint lattuk, akkor és csak akkor teljesiilnek a feladat feltételei, ha barmely valés x, y szampéarra

fennall, hogy
P(z)+ P(y)+ P(z +y) =2P(Va? + y> + zy).

(Vegytik észre, hogy a bal oldal harmadik tagja eredetileg P(c — a) = P(—z — y), ami most azért irhaté P(z + y)
alakban, mert a P paros fiiggvény.)
A Q(z) polinomra nézve ez azt jelenti, hogy

(1) Q(2%) + Q(y®) + Q(2? + y* + 2zy) = 2Q(2* + y* + ay).

Az egyenl6ségben = két polinomja all, melyekben az egyiitthatok az y valtozo polinomjai. Tegyiik fel, hogy a Q(x)
polinom n-edfoku és legyen az n > 1. A Q(x) f6egyiitthatojaval (1)-ben lehet osztani, f6ltehetd tehat, hogy az 1. Mivel
(1)-ben két polinom egyenlésége all, a két oldalon az x valtozo minden eléfordulo hatvanyanak egyenls az egyiitthatoja.
Nekiink az 2%"~? tagot érdemes figyelniink. Ha 2™~ ! egyiitthatoja a Q(z)-ben ), akkor z*"~2 egyiitthatéi (1) keét

oldalan:
A+0+ ()\+ny2+ (Z) -4y2) =2 ()\+ny2+ (g) -y2> .

Z) = n, azaz n > 1 miatt n = 2 addédik. Ez azt jelenti, hogy n < 2, a Q(x) tehat legfeljebb

masodfoki, a P(x) igy legfeljebb negyedfoki paros polinom, amelynek a konstans tagja nulla: P(z) = o - z* + 8 - 2.
Megmutatjuk, hogy ezekre a polinomokra teljesiil a feladat feltétele. Ezt elég abban a két specialis esetben igazolni,

ha P(z) = z?, illetve P(z) = z?. Konnyen ellendrizhet6 ugyanis, hogy két megoldas Osszege, illetve egy megoldas

szamszorosa is megoldas, igy pedig valamennyi adott alaki polinomot megkapjuk a fenti két specialis polinombdl.
Ha P(z) = 2*, akkor

Rendezés utan innen 2 - (

2P(a+b+c¢)—Pla—b)—P(b—c)—Plc—a) =
=20a+b+c) —(a—b)'—0b-0)'—(c—a) =
=12(a®b + bPc + Ba + ab® + be® + ca®) + 6(ab* + b2? + ?a?) +
+ 24(a?bc + b2ac + c*ab) =
= 6(ab + be + ca)® + 12(a® + b? + ) (ab + be + ca) = 0.
Ha pedig P(x) = 2°, akkor
2P(a+b+c¢)—Pla—b)—Pb—c)— Plc—a) =
=2a+b+c)’—(a—b°=0b-0c’—(c—a)=
=2(a® 4+ b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca) — (a® + b* — 2ab) —
— (b* + ¢ = 2bc) — (¢* + a® — 2ca) = 6(ab + bc + ca) = 0.

Ezzel a megoldast befejeztiik, a keresett polinomok a P(z) = « - z* 4+ B - 22 alakba ifrhatok, ahol o és § tetszGleges
valés szamok.

3. Nevezziik horognak az aldbbi abrdn ldathato, hat egységnégyzetbdl dallo alakzatot

valamint minden olyan alakzatot, amely ebbdl forgatdsokkal és tikrozésekkel kaphato.
Hatdrozzuk meg az dsszes olyan m X n-es téglalapot, ami lefedhetd horgokkal gy, hogy

o g lefedés hézagmentes €s dtfedések nélkili,

o semelyik horognak nem nyulik semelyik része sem a téglalapon kiviilre.



Racz Béla Andras megoldasa. Feltehetjiik, hogy egy lefedett téglalap m, n oldalai egészek, illetve hogy minden
horog éppen hat egységnégyzetet fed le, amelyek szerepelnek az egész téglalap egységnégyzetekre bontéasaban [

1. dbra

Tekintsiink egy horgot és a hozzé tartozo ,kozépss” mez6t (1. dbra). Ez a mez6 a lefedni kivant téglalap belsejében
van, egy méasik horognak tehat le kell fednie. Konnyen ellendrizhets, hogy ez csak kétféle modon lehetséges (2a., 2b.
dbra).
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2a. dbra 2b. dbra

Az egymas ,kozepét” kolcsonosen lefeds két horgot ,Osszeragasztva’ kétféle 12 teriileti csempét kapunk: a 3 x 4-es
téglalapot és ennek ,ferde” formajat. A téglalap teriilete, m - n tehat oszthatd 12-vel, hiszen a lefedésben nyilvan egész
szamu csempe vesz részt. Igy 3 | m vagy 3 | n. Az altalanossag megszoritasa nélkiil foltehets, hogy 3 | m. Vizsgaljuk
most mar azt, hogy m, illetve n a 2-nek milyen hatvanyaval oszthato.

(I) 4 | m, azaz 12 | m.

Ha n = 1 vagy 2, akkor a lefedés nyilvan lehetetlen, ha n = 3 vagy 4, akkor a téglalap mar 3 x 4-es csempékkel is
lefedhets (3. dbra).
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3. dbra

Ha n = 5, akkor a két ,szomszédos” sarokmez6t két kiilonbozé csempe fedi csak le, ezek viszont nem férnek el
atfedés nélkil (4. dbra).

4. dbra

Ennek bizonyitasat az értékelés soran nem vartak el a versenyzGktol; maga a bizonyitds nem nehéz, inkdbb technikai jellegii.



Ha n > 6, akkor — 12 | m esetén — az n X m-es téglalap lefedhets 3 x 4-es csempeékkel. Ha ugyanis n = 3a+ 4/, ahol
a, B € N, akkor a megfelel§ lefedés az 5. dbran lathaté. Ha pedig n > 6, akkor létezik a megfelel§ felbontas, hiszen
6=3+3,7=3+4+4,8=4+4, végiil ha n elgall ilyen alakban, akkor nyilvan n + 3 is.

3334 4
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5. dbra

Vegyiik észre, hogy lényegében ujra igazoltuk a méar targyalt n = 3,4 eseteket.
(IT) Ha 4 | n, akkor a lefedés nyilvan megvalosithato 3 x 4-es csempékkel (6. dbra).
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(IIT) Ha sem (I) sem pedig (IT) nem teljesiil, azaz 4 { m és 4 1 n, akkor 4 | mn miatt m is és n is paros. Azt allitjuk,
hogy ilyenkor a megfelel6 lefedésben sziikségképpen paros sok csempe vesz részt és igy a téglalap teriilete oszthaté
8-cal. Ez viszont nem lehetséges, ha egyik oldal hossza sem oszthatd 4-gyel, igy ilyenkor nincs megfelel§ lefedés.

Szinezziik ki a lefedett téglalap mezsit ugy, hogy minden negyedik oszlop fekete legyen, a tobbi pedig fehér. Ekkor
a fekete mez6k szdma paros, hiszen minden oszlopban paros sok mez6 van. Csoportositsuk a lefedésben részt vevd
csempéket a 7. dbra szerint.

21149 4
,»allé” csempék »fekvé” csempék

7. dbra

Minden ,,4ll6” csempe paros sok fekete mezot fed le, egy-egy fekvs csempe pedig paratlan sokat (3-at), ezért paros
sok ,fekvé” csempe vesz részt a lefedésben. Ha pedig az oszlopok helyett minden negyedik sort szineziink feketére,
akkor ugyanigy kapjuk, hogy az ,,4l16” csempék szama péaros.

Igy tehat Osszesen is paros szami csempe van, a megfelels lefedés ebben az esetben nem létezik.

Osszefoglalva: a lehetséges m és n értékek a kovetkezok:

e3|mésd|n; és szimmetrikusan e3|neésd|m;

e 12| mésn >6; e12|nésm>6.

Megjegyzések. 1. Az adott felsorolasban bizonyos (m;n) szamparok tobbszor is eléfordulhatnak.

2. Lathato, hogy a ,ferde” csempéket nem tudjuk hasznositani, ami egyaltalan lefedhets, ahhoz elegend&ek a 3 x 4-es
csempék is.

4. Legyen n > 3 egész szam. Legyenek t1,ts, ..., t, pozitiv valds szdmok, amelyekre teljestil

2 11 1
1>t +tat+tty) | —+F—+ 4+ — .
3] to tn

Mutassuk meg, hogy t;, t;, tr egy hdromszdg oldalhosszai minden olyan i, j, k esetén, amikre 1 <i < j <k <n
teljesiil.



Egri Attila megoldasa. A bizonyitas indirekt: Tegyiik fel, hogy valamilyen a, b és ¢ szamokra t,, t, és t. nem
egy haromszog oldalai, tehat pl. t, > tp + t..
A feladat szerint:

B tiot\ R AYEE R
_”+Z<tj+ti> =n+ Y (tj +ti>+tb+ta+t6+ta+tc+tb'
4,j¢{asb;c}
1 .
A jobb oldalon a szumma jelen beliil hasznaljuk fel, hogy @ € R™-ra = + — > 2. Igy azt kapjuk, hogy
x
n ta T ta  te Ty Te
1 241 2. —3 |+ 2+ 2+ 2 5 245
(1) n’+1>n+ [<2> :|+tb+ta+tc+ta+tc+tb
L. . . , e 1. . ty ty tq te ty te P
Belatjuk, hogy az indirekt t, > t, + t. feltevésbdl a nyilvanvalo T = " + . + T + . + . + T > 6 becslésnél
b a c a c b
erGsebb T' > 7 is megkaphato.
Ehhez hasznaljuk fel, hogy ha p-t rogzitjiik és ¢-t p felé kozelitjiik, akkor L + 9 rteke csokken. Ez leolvashato az
q P

flg) = b + 4 grafikonjarol (dbra), de kozvetlen bizonyitas is nyomban adodik:
q P

par(f(q) — f(r) =p°r+¢r —r*p—¢*p = (r —p)(¢® — rp).

Ha pedig r elvalasztja p-t és ¢-t, akkor a szorzat tényezs6i azonos elGjeltek, igy 0 < p, ¢, r miatt f(q) > f(r) valoban.

fla)

Ezek utan irjunk T-ben t, helyére (tp + t.)-t. Mivel t, > t, +t. > tp és tq > tp + te > tc, azért a fentiek szerint
ezzel T csokken.

tq n ty _ tp+te te te tp

LCILL S + =14+ 2+ . illetve
ty ta Tt ty +te ty Ty t+ite
fo te totte | te Bt
te tg te ty + te te tp+te
7 tc tb . tc tb . . P
Igy T>2+ 2(5 + t_) + 1> 7, hiszen % + v > 2. Ezzel pedig (1) a kovetkezGképpen alakul:
c C

n2+1>n+2[<g>—3]—|—7=n2+1,



tehat n? +1 > n? + 1. A kapott ellentmondas azt jelenti, hogy a feladat allitasa igaz: minden i < j < k-ra teljesiil,
hogy t;, t; és ti egy haromszog oldalai.

5. Egy ABCD konvex négysziogben a BD dtlé nem szogfelezdje sem az ABC<, sem a CDA< szignek. A P pont
az ABCD négyszig belsejében fekszik, és teljesiil rda

PBC«=DBA« ¢é PDC«=BDA«.

Bizonyitsuk be, hogy ABCD akkor és csak akkor hirnégyszog, ha AP = CP.



Kocsis Albert Tihamér megoldasa. ElGszor azt latjuk be, hogy ha ABCD htrnégyszog, akkor PA = PC.
Legyen BP és a kor metszéspontja D', DP és a kor metszéspontja pedig B’ (1. dbra).



ABD< = D'BC«, az AD = D'C ivekhez tartozo keriileti szdgek egyenl6k, igy D és D’ az AC felez6 mer6legesére
tiikrosek. Ekkor a BD' és a B'D egyenesek is tiikrosek erre a felez merdlegesre, a metszéspontjuk, P tehét rajta van
az AC felez6 merGlegesén és igy valoban PA = PC.

A megforditashoz legyen PA = PC. Belatjuk, hogy a feladat feltételei mellett ABCD htrnégyszog. ElGszor egy
segédtételre lesz sziikségilink:

Ha adott egy XY Z haromszog és a sikjaban egy @ pont, akkor a haromszog csicsait a (Q-val 6sszekotd egyeneseknek
az adott csticson atmend belss szogfelezSkre vonatkozo tiikkorképei egy ponton haladnak at (esetleg parhuzamosak). A
bizonyitas megtalalhaté példaul Reiman Istvan—Dobos Sandor: Nemzetkizi Matematikai Didkolimpidk (1959-2003)
(Typotex Kiado, Budapest) c. konyvének fiiggelekében.

Most a BPD héaromszog jatssza az XY Z haromszog szerepét, a @ pontét pedig az A pont. DA tiikorképe a PDB
sz0g felezGjére éppen a DC' egyenes, mig a BA tiikorképe a D BP szog felezGjére a BC egyenes. Ez a két egyenes most
a C pontban metszi egymaést, igy a PA egyenesnek a DPB szog felezGjére vonatkozo tiikkorképe a segédtétel allitasa
szerint atmegy a C ponton (2. dbra). Ez a tiikkorkép tehat a C'P egyenes.

Ekkor APB< = 180° — DPC<, igy ha U = PBNAC és V = DPN AC, akkor VPC< = APU<. Miutan a feltétel
szerint PA = PC, tovabbd PAU< = PCV «, igy PUV < = PVU<, a PUV héaromszog egyenl6 szard. Jelolje az AC
felez6 merdlegesét f.

Ekkor PD és PB tiikrosek f-re, ez ugyanis a PUV haromszog szimmetriatengelye, a PD és PB egyenesek pedig
a széral.

Legyen a D cstcs tiikorképe f-re D’. Az elébbi szimmetria miatt D’ illeszkedik a PB egyenesre. A feltétel miatt
ABD< = D'BC4«, tehat az ADD’'C szimmetrikus trapézban az egyenld hossztt AD és D'C szakaszok a B pontbdl
egyenld szogben latszanak. Az AD szakasz ABD szdgt latokore és a D'C szakasz D' BC szogii 1atokore tehat egybevago,
masrészt ez a két kor is szimmetrikus az f-re. Ha egybeesnek, akkor B rajta van ezen a koron, amely egyébként a
szimmetrikus ADD’'C trapéz koriilirt kore és készen vagyunk, ABC D hurnégyszog.

Ha a két latokor nem esik egybe, akkor B metszéspontjuk rajta van a két kor f szimmetriatengelyén. A fenti
gondolatmenetet az ADC helyett az ABC haromszdgre és a megfelelé B’ pontra megismételve kapjuk, hogy ha a négy
pont, A, B, C, D nincs egy korén, akkor D is rajta van az f egyenesen. Ha tehat nem igaz az allitas, akkor BD az AC
atlo felez6merdlegese, az ABC D négyszog deltoid, BD felezi mind az ADC, mind pedig az ABC' szbget. Ezt viszont
a feltétel kizarja, az adott feltételek esetén tehat ABC D valéban hirnégyszog.

6. Egy pozitiv egész szamot alternéloénak nevezink, ha a tizes szamrendszerbeli felirisaban a szomszédos szamjegyek
mindig kilonbézd paritdsiak.

Hatarozzuk meg az dsszes olyan n pozitiv egész szamot, amire igaz az, hogy n-nek van olyan tobbszordse, ami
alterndlo szam.



Pach Péter Pal megoldasa. Ha 20 | n, akkor az n utols6 jegye 0 és 4 | n miatt az utolso el6tti jegy péros, igy
ekkor az n-nek nincsen alternalé tobbszorose. A tovabbiakban tobb lépésben igazoljuk, hogy a 20 t n feltétel elégséges,
ebben az esetben létezik olyan alternédlé szam, amelyik oszthaté n-nel.

a) Legyen el6szor n = 2%. Megmutatjuk, hogy létezik olyan alternal6 szamokbol allo Ay, As, ..., Ay, ... sorozat,
amelyben Ag-nak k jegye van (k= 1,2,...), Ap,1 az A folytatasa”, tehat els jegyét elhagyva Aj-t kapjuk, 28 | Ay,
tovabba 2Ft! | A pontosan akkor teljesiil, ha k paros. Az Ay sorozatot teljes indukcioval allitjuk els: k& = 1, illetve
k=2 esetén A; =2 és Ay = 32 megfelels.

Legyen k > 2 paros és tegylik fel, hogy az A szamot mar megadtuk a feltételeknek megfelelGen, tehat A, k-
jegyt alternalo szam és oszthato 257 1-nel. Mivel k paros, Ay elsG jegye paratlan. Igy akar 2-est, akar 4-est frunk a
szam elejére, (k + 1)-jegyii alternalo szamot kapunk és 281 | 2. 10", illetve 2¥*1 | A; miatt mindkét esetben 28+!
tbbszorosét kapjuk. Mivel k + 1 paratlan, meg kell még mutatnunk, hogy 2 - 10¥ + A és 4 - 10¥ + A, valamelyike
nem oszthato 2¥2-nel. Ez nyilvanvalo, ellenkez6 esetben ugyanis a kiilénbségiik, 2 - 10% = 25+ . 5% is oszthato volna
282 nel. Igy ha k paros, akkor létezik a megfelels Ay .

Legyen most a k paratlan. Ekkor Ay els6 jegye paros, igy l-et, illetve 3-at irva a szam elejére (k + 1)-jegyt
alternalo szamot kapunk. A konstrukcio szerint 2% | Ay és 2871 | Ay, igy A, = 2F (mod 2%1), tovabba nyilvan
1-10% = 3.10F = 2% (mod 2¥*1). A megfelel6 kongruencidkat Gsszeadva kapjuk, hogy mindkét igy adodé szam
oszthato 2 1-nel. Mivel a kiilonbségiikben, 2-10% = 251 . 5F-ban is k + 1 a 2 kitevGje, azért legalabb az egyikiik még
2k+2_nel is oszthato. Igy az Apy1 = 10F + Ay vagy Agy1 =3+ 10F + A, valasztas megfeleld.

b) Han = 5% akkor ismeét indukcioval megmutatjuk, hogy az n-nek van legfeljebb k-jegyt By, alternald tobbszorose.
(B legelss jegye lehet 0 is.)

Ha k = 1, akkor By = 5 megfelels. Legyen & > 1 és a By olyan, legfeljebb k-jegyi alternadlé szam, amelyre
By = 0 (mod 5%). Ekkor valamilyen i € {0;1;2;3;4} szamra By, = i - 5* (mod 5**1). Ha By elejére egy ujabb =
szamjegyet akarunk betoldani, akkor az oszthatésaghoz

z-10 + B, =0 (mod 581), azaz z-10% 4458 =5%(z- 28 +4) =0 (mod 5**1)

sziikséges. Ez pontosan akkor teljesiil, ha z - 28 +4 = 0 (mod 5). Mivel (2¥;5) = 1, azért ennek a kongruencianak
van megoldasa mod 5. Végiil vegyiik észre, hogy az x paritdsat megvalaszthatjuk, hiszen a paros, illetve a pératlan
szamjegyek is egy-egy teljes maradékrendszert alkotnak (mod 5). Igy a megfelel valasztassal Byy1 = x - 10% 4+ By, is
alternal6 szam lesz, amely oszthatoé 57 !-nel.

¢) Ha (10;n) = 1, akkor a feladat allitasan talmenden azt igazoljuk, hogy az © = r (mod n) kongruencidnak minden
r maradék esetén létezik adott paritasd alternalé megoldasa.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha (10;n) = 1, akkor van olyan teljes maradékrendszer (mod n), amelynek az
elemei csak a 2 és a 0 szadmjegyeket tartalmazzak.

Az Euler—Fermat-tétel szerint ugyanis 109" =1 (mod n), igy ha ki, ks, ..., k, kiilonboz6 pozitiv egészek, akkor

T, = 10%%M) f10k2¢() 1 410 =141+ ... +1=7r (mod n),
~—_——

T

a T, szamokbol tehat teljes maradékrendszer készithets (mod n). Mivel (2;n) = 1, azért a 2T, szamok is teljes
maradékrendszert alkotnak (mod n) és rendelkeznek az el6irt tulajdonsaggal.

Tekintsiink most egy olyan H = 1010...10 alakd alternal6 szamot, amely a fenti 27, alakd szamokbol allo teljes
maradékrendszer minden eleménél t6bb jegybdl all. Ekkor az A+ 27, alaka szamok is teljes maradékrendszert alkotnak
(mod n), masrészt maguk is alternalok, hiszen a H alternalé szamhoz olyan ,révidebb” szamokat adtunk, amelyek
minden jegye paros és a jegyek kicsik, tehat nincs tizes atlépés. Ebben az alternalé teljes maradékrendszerben minden
Szam paros.



Ha most a
10H +1=1010...101
————
H

paratlan alternal6 szdmhoz adjuk hozza a teljes maradékrendszer 27 elemeit, akkor alternal6 paratlan szamokbol 4ll6
teljes maradékrendszert kapunk (mod n).

Ebbol kovetkezik, hogy ha (10;7n) = 1, akkor n-nek van alternélo tobbszorose, az erdsebb allitasra a késsbbiekben
lesz sziikség.

d) Hatra van még az az eset, amikor n oszthaté 2-vel vagy 5-tel, de nem oszthat6 20-szal. Ha n = 2% - 5% .y, ahol
(n1;10) = 1, akkor vagy oo < 1 és § > 0, vagy pedig @ > 1 és 8 =0. Ha o < 1 és 8 > 0, akkor b) szerint 5°~!-nek
letezik legfeljebb (8 — 1)-jegyt B alternalé tobbszorose, amelynek utolsé jegye, 5, paratlan. Igy By = 10B  S-jegyt
alternal6 szam és a < 1 miatt 2% - 5° | By.

Olyan C' alternl6 szamot keresiink, amelyre D; = C - 10° + B is alternl6 és oszthato n-nel. Mivel 2% - 57 | 107,
azért 2% - 57 | Dy. Most (10;n1) = 1, tehat ¢) szerint az = - 10° + B; = 0 (mod n;) kongruencianak létezik adott
paritasu alternaldé megoldasa, igy B els6 jegyének paritasatol fliggden olyan is, amelyre Dy is alternald. Miutan most
(n1;2) = (n1;5) = 1, agért n = 2% -5° .ny | Dy.

Végiil ha 8 =0 és a > 1, akkor ugyanigy okoskodhatunk. a) szerint van olyan a-jegyt A alternald szam, amelyre
2% | A, ¢) szerint pedig a 10* -z + A = 0 (mod n1) kongruencianak van adott paritasa alternaldé megoldéasa. Ekkor
2% ] 109, tehat 2% | 10% -2+ A, (2;n1) = 1 miatt n = 2% -ny | 10% -2+ A és x paritasat az A els6 jegyével ellentétesnek
véalasztva 10 - & + A is alternélo szam lesz.

Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, a bizonyitast befejestiik.



