Amint a KéMaL 2004/1. szama is hiriil adta, a fenti 6sszeget az Electronic Frontier Foundation (EFF) annak
fizeti ki, aki el6szor allit els legalabb tizmillio jegyt primszamot. A jelenlegi rekord a 6 320 430 jegyt 220 996011 1)
amelyet a Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) projekt keretében talaltak 2003. november 17-én. Ebbe a
programba barki bekapcsolédhat, a részleteket lasd a www.mersenne.org honlapon.

Mar Euklidész is tudta

Mersenne-primeknek a 2% — 1 alakia primeket nevezziik. A névadoé Marin Mersenne a 17. szézad jelentSs francia
LJudomanyszervezGje”, Fermat, Descartes és mas vezet6 tudosok intenziv levelezGpartnere volt. Ezek a primek azonban
mar a régi gorogoknél is felbukkannak, a tokéletes szamok keresésénél. A tokéletes szamok azok, amelyek ,a részeikbdl
Osszedllnak”, azaz a valodi (= onmagukon kiviili) osztoik 6sszege maga a szam. Ilyen a 6 vagy a 496. Euklidész Elemek
c. konyvének IX.36 tétele igy szol:

Ha az egységtdl kezdve kétszeres ardnyban képeziink egy mértani sorozatot, amig a sordsszeg prim nem lesz, €s az
osszeggel megszorozzuk az utolso tagot, akkor a szorzat tokéletes szam lesz.

Vagyis ha 142 +22 +... + 21 = 2% 1 prim, akkor 2¥71 (2" — 1) tokéletes szam. Pl. k = 2-re a 6-ot, k = 5-re a
496-ot kapjuk.

A bizonyitashoz (és ez volt lényegében Euklidész bizonyitasa is) Osszegezni kell az n = 2871(2
ahol ¢ = 2% — 1 primszam:

¥ _ 1) szam osztoit,

T4+2444 . 42" g2+ .. +2F2g=2" —14+q2" - 1) =2" ! =n.

Euklidész képlete csupa paros tokéletes szamot ad. Ma is megoldatlan probléma, hogy létezik-e egyéltalan paratlan
tokéletes szam (az valoszindsithets, hogy nem). Viszont Euklidész algoritmuséaval az Gsszes péaros tokéletes széamot
megkapjuk, amint ezt mintegy 2000 évvel késGbb Euler bebizonyitotta. Ez azt jelenti, hogy kolcsondsen egyértelmi
megfeleltetés all fenn a paros tokéletes szamok és a 2% — 1 alaka primek kozott. Sajnos ma sem tudjuk, hogy az ilyen
primek szama véges vagy végtelen (altaldban az utébbira tippelnek). Erdés Pal megfogalmazasaban ez a kérdés talan
a legnehezebb, ha nem is a legsiirgGsebb probléma, amivel az emberiség szemben all.”

A rejtélyes lista

Mersenne is a tokéletes szamok kapcsan foglalkozott a fenti alakd primekkel. 1644-ben elGallt hiressé valt listadjaval,
miszerint 2% — 1 prim, ha k = 2,3,5,7,13,17,19, 31,67, 127 és 257, de minden mas 257-nél kisebb k esetén dsszetett.

A listat szemiigyre véve azonnal felttinik, hogy csak prim kitev6k fordulnak el§. Ez nem véletlen, ugyanis ha k
Osszetett, azaz k = uwv, ahol u,v > 1, akkor az a” — b" = (a — b)(a" ' + a" " %b + ... + b" 1) azonossag alapjan
28 — 1 =(2")" — 1" oszthato 2" — 1-gyel, tehat 28 — 1 is Gsszetett.

Az is vilagos, hogy kis k értékekre konnyen ellendrizhetd, hogy 2 — 1 prim vagy osszetett, de akar mar 23" — 1 prim
voltanak igazolasa is igen kemény szamolast jelent, ha azt a ,,proébaosztasos” modszerrel végezziik, azaz végigszamoljuk,
hogy nem oszthaté a négyzetgyokéig terjedd (1-nél nagyobb) egészek egyikével sem (illetve elég est csak a primekre
ellendrizni, azonban ekkor az adott hatarig terjeds primek ismeretére is sziikség van). Maga Mersenne irja, hogy ,,ahhoz,
hogy egy 15- vagy 20-jegyid szdmrol megallapitsuk, prim-e vagy sem, egy egész élet ideje sem elég.” Ezek utan igazan
meglepd, hogy (méig sem tisztazott meggondolasok alapjan) el6 mert allni egy ilyen listaval, és még meglepGbb, hogy
amint kozel 300(!) évvel késébb végleg tisztazodott, a lista mindossze 6t hibat tartalmaz: 267 — 1 és 2257 — 1 valojaban
Osszetett szamok, ugyanakkor a hianyzo 261 — 1, 289 — 1 és 2197 — 1 primek.

Rend a lelke mindennek

Természetesen Mersenne ismerhetett néhany olyan tételt, amelyek megkonnyitik egy M, = 2P — 1 alakd szam
primosztoinak a keresését, ahol p prim (az ilyen szdmokat nevezziik a tovabbiakban Mersenne-szamoknak). Az egyik
ilyen tétel szerint (p > 2-re) M, minden primosztdja 2kp + 1, valamint egyben 8j + 1 alaki. Igy példaul Myz = 2*° —1
primosztoi egyszerre 86k + 1 és 85 + 1 alakuak, és a legkisebb ilyen prim, a 431 oszt6ja is Mys-nak. Hasonléan, Mz
prim voltahoz elég csak azt ellendrizni, hogy nem oszthaté a négyzetgyokénél kisebb 248t 41 és 248t + 63 alaka primek
egyikével sem. Mindez esetleg magyarazatot adhat arra, hogy miért szerepel a listdn a 31 kitevs, és miért nincs ott a
43 (de tovabbra sem adhat tampontot a lista tilnyomo részének a megtippeléséhez).

Az alabbiakban bebizonyitjuk, hogy M, minden primoszt6ja 2kp + 1 alakid. Ebben a rend fogalma lesz a segitsé-
giinkre.

Legyenek ¢ és m relativ primek, és vizsgaljuk meg, hogy a c hatvanyai, 1 = °, ¢, ¢®,¢3,...,¢", ... milyen maradékot
adnak m-mel osztva. Mivel a maradékok szama véges, ezért lesz olyan 0 < i < j, amelyre ¢/ és ¢! azonos maradékot
adnak, azaz ¢ —c' = ¢'(¢/7" —1) oszthat6 m-mel. Ebb6l (¢;m) = 1 alapjan kovetkezik, hogy ¢/ " —1 is oszthat6 m-mel,



azaz ¢’ ' maradéka 1. Legyen r a legkisebb pozitiv egész, amelyre ¢” maradéka 1. Ekkor 1 = ¢°,¢,c?,¢3,...,c", ...
maradékai periodikus sorozatot alkotnak, amelyben a (legkisebb) periodus hossza éppen r. Ezt az r szamot nevezziik
a ¢ szam rendjének modulo m, és o,,(c)-vel jeloljiik és ordo m c-nek ejtjiik.

Fel fogjuk még hasznalni a kis Fermat-tételt, amely szerint a ¢ primmel osztva ¢?~! maradéka 1, feltéve hogy ¢
nem oszthato g-val. Az el6z6 bekezdés szerint igy a c rendje osztoja (¢ — 1)-nek, azaz o4(c) | ¢ — 1.

Legyen most g az M, = 2 —1 Mersenne-szam egy primosztoja, ahol p > 2 prim. Ekkor 27 maradéka g-val osztva 1.
Ez azt jelenti, hogy 04(2) | p. Mivel a p prim, és 2" maradéka nem 1, ezért o,(2) csak p lehet. Ebb6l az el6z6 bekezdés
alapjan kovetkezik, hogy p | ¢ — 1, tovabba ¢ — 1 paros, ezért valéban g = 2kp + 1 alaka.

A rend fogalmat és az iménti bizonyitast kényelmesebben megfogalmazhatjuk a kongruencidk segitségével. Itt
a = b (mod m) azt jelenti, hogy a és b azonos maradékot adnak m-mel osztva, azaz m | a — b. A ¢ rendje mod m a
legkisebb olyan r pozitiv egész, amelyre ¢” = 1 (mod m). A kis Fermat-tétel szerint

c'=1 (mod q),

ha ¢ prim és ¢ nem oszthato g-val, illetve ¢? = ¢ (mod ¢) barmely ¢ esetén. A rendnek az emlitett periodushossz
tulajdonsaga azt fejezi ki, hogy _ _
c'=c¢ (modm) <= i=j (mod on(c)).

Azt, hogy M, primosztéi egyben 8j £ 1 alaktak is, a masodfokd kongruencidk elméletével, az tn. Legendre-
szimbolum segitségével lehet igazolni, lasd pl. a Freud — Gyarmati: Szamelmélet c. egyetemi tankonyvben.

Az orokifju teszt

Mersenne listajanak helyességén az elsé rést 1876-ban iitotte Edouard Lucas egy egészen Uj eljaras segitségével, és
lényegében ugyanezen az alapon keresi ma is a GIMPS t6bb mint 200 000 szamit6gépbdl osszekapcsolt halozata az
djabb és Gjabb Mersenne-primeket. Ez a teszt az a1 =4, ap41 = ai — 2 rekurzié alapjan miikoddik: Egy p > 2 primet
véve M, = 2P — 1 pontosan akkor prim, ha M, | a,—1.

Peldaul p = 7-re a1 = 4, as = 14, a3 = 194 = —60 (mod 127), a4 = 3598 = 42 (mod 127), a5 = 1762 =
—16 (mod 127), ag = 254 =0 (mod 127), tehat M7 = 127 primszam.

A fenti példa természetesen csak illusztracios jellegi, a modszer hatékonysiga a nagyobb kitevsk esetén érvényesiil.
Lucas ezzel bizonyitotta be 1876-ban, hogy Mg, Osszetett, anélkiil, hogy egy osztéjat els tudta volna allitani. Mgr-et
tényezGkre bontani csak jo negyedszazaddal késgbb sikeriilt Cole-nak. Lucas azt is igazolta, hogy Mjs7 valoban prim,
és ez maradt a legnagyobb ismert primszam a szamitogépek megjelenéséig.

Amint az illusztraciés példabdl is kideriilt, nem kell magukat az a; szdmokat kiszamitani, elég mindig az M)p-
vel valé osztasi maradékukat tekinteni. Az M,-vel valé6 maradékos osztés kiilondsen egyszertien hajthaté végre a
szamitogépeken, ugyanis M, kettes szdmrendszerbeli alakja csupa 1-esbdl 4ll. Igy hasonlé a helyzet ahhoz, mintha,
tizes szamrendszerben mondjuk a 21 357 246 szam 999-cel valo osztasi maradékat keresnénk: mivel 10% és igy 103k
maradéka mindig 1, ezért 21 357 246 = 21 - 10° + 357103 4 246 = 21 + 357 + 246 = 624 (mod 999), azaz a maradékot
szamjegycsoportok egyszerd eltolasaval kaphatjuk meg.

Kiruccanas mas szamkorbe

A teszt elégségességi részét igazoljuk az aldbbiakban: Ha
(1) M, | ap—1,

akkor M, prim.

(A sziikségesség igazolasa hasonlo eszkozokkel torténik, és alkalmazni kell a méar emlitett Legendre-szimbélumot
is.)

A bizonyitashoz az a + bv/3 (a, b egész) alaku szamok korében az egészek mintajara bevezetett oszthatosag, kong-
ruencia és rendfogalom elemi tulajdonsagait hasznéljuk fel (ezek itt is ugyanugy érvényesek, mint az egész szamoknél).

k—1 k—1

Teljes indukciéval kénnyen adédik, hogy aj, = (2+ \/5)2 +(2- \/5)2 . Ennek alapjan az (1) feltétel ekvivalens

az

My (24 VB)" (2= VBT
oszthatoséggal. A jobb oldalt (2 + \/§)2p72—vel szorozva (2 —v/3)(2+V3) = 1 miatt

(2) M, |(2+ \/§)2p71 +1, azaz (2+ \/§)2p71 =—-1 (mod M,)

adodik. M, prim voltat (2)-bél fogjuk levezetni.
Sziikségiink lesz a kovetkezé lemmaéara:



Ha q > 3 tetszdleges primszam, akkor
(3) (a+bv3)"=a+bV3 vagy a—0bv3 (mod g).

A lemma bizonyitasa: A binomiélis tétel alapjan

—1
@ (a+bv3)" =a?+ (i) a? b3 + (g> a3 + .+ 49377 /3,

A kis Fermat-tétel szerint a? = a (mod ¢) és b? = b (mod ¢), tovabbéa ¢ prim volta miatt (?), <g) ey <q E 1)

mindegyike oszthaté g-val. Végiil ismét a kis Fermat-tétel alapjan

q| (3%1)2—1: (3‘%1 —1)(3%“),

a1
és mivel g prim, sziikségképpen osztja az egyik tényezét, azaz 3 2
azaz a lemma allitasa adodik.
Visszatérve a tétellink bizonyitasara, tegyiik fel, hogy (2) fennall, és legyen ¢ az M, egy primosztoja (itt nyilvan

q > 3); azt kell igazolnunk, hogy ¢ = M,. Ekkor a (2)-beli kongruencia mod gq is teljesiil, azaz

= +1 (mod q). Ezeket (4)-be beirva éppen (3),

-1
(5) (2—|—\/§)2p =-1 (mod q).
Ezt négyzetre emelve kapjuk, hogy
(6) (2+ \/3)217 =1 (mod g).

(5)-bdl és (6)-bol a rend tulajdonsagai szerint kovetkezik, hogy oq4 (2—}—\/5) |27, de o, (2—1—\/5) t 2P~ azaz oq(2+\/§) =
2P,
Masrészt (3) alapjan (2+v3)? =2+ V3 (mod ¢). Ha itt a + elgjel érvényes, akkor

2+Vv3)" = (2-v3)(2+Vv3)'=(2-v3)(2+V3) =1 (mod g),

és igy 0g(2+V/3) = 2P < g — 1, ami ¢ < M, = 2° — 1 miatt lehetetlen.
Ha a — elGjel érvényes, akkor hasonléan adédik, hogy

(2 + \/g)ﬁl =1 (mod q),

tehat o, (2 + \/g) = 2P < ¢+ 1, ahonnan ¢ < M, = 2P — 1 miatt kapjuk, hogy ¢ = M,, vagyis M), prim.

Ki lesz a befuto?

Az EFF szazezer dollarjat jo eséllyel egy Mersenne-primmel lehet majd megszerezni, bar egyre erGsebb a konku-
rencia. A legnagyobb ismert primek listajat 2004. januar 17-én harom Mersenne-prim vezeti, de a negyedik helyen a
2003. decemberében(!) talalt 5359 - 25 954502 1 1 4ll (a maga t6bb mint masfél millié szamjegyével). Az ilyen r - 2% 41
alaki szamok prim volta kis szerencsével szintén elég gyorsan kimutathato, ha r viszonylag kis paratlan szam. Emellett
az ilyen tipust primek valészintileg sokkal strtibben fordulnak el§, mint a Mersenne-primek, tehat nem kizéart, hogy
el6bb bukkannak ezek koziil egy legalabb tizmilli6 jegyire, mint Mersenne-primre. Ugyanakkor a Mersenne-primek
gyonyorten kapcsoljak Ossze tobb mint kétezer év matematikajat, elegendé munkat hagyva a kovetkezs kétezer évre
is, és az igazi befutok talan azok lesznek, akik az eddigiekhez elméletileg is hozza tudnak majd tenni egy keveset.



